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1. INTRODUÇÃO
Os capítulos anteriores apresentaram temas como tipos de séries de dados (provenientes de amostras e populações), organização e apresentação tabular e gráfica de dados (distribuições de freqüências), medidas estatísticas de posição (ou tendência central), de dispersão (ou variabilidade) e de forma da distribuição.

Estes conhecimentos permitiram-nos analisar séries de dados, e obter algumas conclusões sobre como tais dados se distribuem em todo seu intervalo de variação ou ao redor de valores centrais como a sua média. Em síntese, partimos do princípio de que a partir da organização, apresentação e descrição dos dados observados, é possível fazer conjecturas sobre o comportamento da variável em estudo. A este tipo de raciocínio denominamos de Indução (a partir de resultados ou dados observados, lançamos hipóteses sobre o comportamento do fenômeno).
A partir de agora, estamos interessados no raciocínio de forma inversa, ou seja, estamos interessados em compreender como poderão ocorrer os resultados de uma variável, a partir de suposições sobre o problema em estudo, caracterizando assim o que denominamos de raciocínio Dedutivo (a partir de hipóteses e conjecturas sobre o comportamento de um fenômeno, tentamos prever os resultados). 
Em resumo, estamos interessados agora em realizar inferências sobre a população de onde foi extraída a amostra. Para tanto, teremos que usar modelos matemático-probabilísticos, o que nos obriga a conhecer os aspectos fundamentais do Cálculo de Probabilidades, sobre o qual se assenta a Estatística Inferencial. 

2. Definindo Probabilidade

Dado um Experimento Aleatório E (fenômenos aleatórios que, mesmo repetidos várias vezes sob condições semelhantes, apresentam resultados que não se pode prever com certeza) e sendo S seu Espaço Amostral (conjunto de todos os possíveis resultados do experimento) a probabilidade de um evento A (denotada por P{A}) é uma função definida em S, que associa a cada evento um número real que satisfaz às seguintes propriedades:

· 0 ( P{A} (1

· ∑ p{ai} = P{S} = 1, onde os ai’s representam todos os eventos elementares de S.

· P{A ( B} = P{A} + P{B} se A e B forem eventos mutuamente excludentes.
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A Probabilidade Teórica de um evento é obtida utilizando procedimentos de contagem (Análise Combinatória) dos casos favoráveis à ocorrência do evento e de contagem de todos os casos possíveis:

Nota 1: A expressão P{A} acima é uma conseqüência da suposição de que todos os resultados sejam igualmente verossímeis (ou equiprováveis), e portanto só deve ser aplicada quando essa suposição for atendida. 

Nota 2: Observe que a Probabilidade Teórica, à luz dos conceitos sobre Distribuição de Freqüências, poderia ser definida como o limite da freqüência simples relativa (fri expressa em fração decimal e não em %) quando o tamanho da amostra é muito grande.

O Apêndice 1 deste capítulo apresenta um resumo teórico sobre Probabilidades.

3. Conceitos e Definições

3.1. Variável Aleatória
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Os resultados de um experimento ou são naturalmente numéricos, ou podem ser codificados numericamente (por exemplo ruim=0 e bom=1). A essa representação numérica de resultados denominamos de variável aleatória. Uma VA é então uma função que associa elementos do espaço amostral ao conjunto de números reais, conforme abaixo ilustrado.
Observações:

1. Apesar da tradição desta terminologia, na verdade uma VA é uma função cujo domínio é S e contradomínio é R.

2. Nas aplicações de estatística, é muito mais conveniente trabalhar com números e não com eventos.

3. Convenciona-se representar funções, variáveis aleatórias, espaço amostral e contradomínio por letras Maiúsculas, e os valores pontuais do espaço amostral e contradomínio por letras Minúsculas.

3.2. Variável Aleatória Discreta e Contínua
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3.3. Exemplo de VA Discreta
Considere o lançamento simultâneo de duas moedas. 

O espaço amostral é S = {(Ca,Ca), (Ca,Co), (Co, Ca), (Co,Co)}.

Se X representa o número de caras, podemos associar um valor numérico para cada evento do espaço amostral, conforme abaixo:

	Ponto Amostral
	X

	(Ca,Ca)
	2

	(Ca,Co)
	1

	(Co,Ca)
	1

	(Co,Co)
	0


3.4. Função de Probabilidade ou Função de Densidade de Probabilidade (fdp)
Cada variável aleatória X, seja discreta ou contínua, é quantificada por uma Função de Densidade de Probabilidade (fdp). A fdp é a função que associa a cada ponto do espaço amostral de uma VA, a probabilidade de ocorrência de tais pontos.

No caso da VA X acima, a função de probabilidade de X, denotada por P{X=x} determina a distribuição de probabilidades da variável X conforme mostrado abaixo:

	Pto Amostral
	X
	P{X}
	
	X
	P{X}

	(Ca,Ca)
	2
	½  x ½  = ¼ 
	
	0
	¼

	(Ca,Co)
	1
	½  x ½  = ¼ 
	=  ½ 
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	1
	½

	(Co,Ca)
	1
	½  x ½  = ¼ 
	
	
	2
	¼

	(Co,Co)
	0
	½  x ½  = ¼ 
	
	∑
	1


Ao definir a Função de Densidade de Probabilidade, estabelecemos uma correspondência unívoca entre os valores que a Variável Aleatória X assume (x1, x2, ..., xn) , e os valores da variável P (p1, p2, ..., pn). Observe que sempre teremos ∑ pi = 1 no caso de VA Discreta.
Assim, a função p(x) = P{X = xi} determina a distribuição de probabilidade da variável aleatória X, sendo no caso do exemplo denominada de função de probabilidades de X. Esta denominação é adotada para Variáveis Discretas, enquanto para Variáveis Contínuas permanece a denominação de Função de Densidade de Probabilidade [f(x)].

Características da fdp:
VA Discreta
VA Contínua
Faixa de Aplicabilidade
x = a, a+1, ...,b
a ≤ x ≤ b

Condições
p(x) ≥ 0,  
[image: image1.wmf]å

=

=

b

a

x

1

)

x

(

p


f(x) ≥ 0,  
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3.5. Função de Repartição ou Função de Distribuição Acumulada (FDA)
É uma outra forma de representar uma distribuição de probabilidades de uma variável aleatória.

Define-se Função de Distribuição Acumulada ou Função de Repartição da variável aleatória X no ponto x, como sendo a probabilidade de que X assuma um valor menor ou igual a x, isto é:

F(x) = P{X ( x})

FDA
VA Discreta
VA Contínua
F(x)=P{X ( x}
F(x) =
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F(x) =
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No caso do exemplo de lançamento de duas moedas para verificar o nº de caras, calculamos a FDA como sendo:

	x
	P{x}
	
	x
	F(x)

	0
	¼
	
	0
	¼

	1
	½
	
	1
	¾ 

	2
	¼
	
	2
	1


Da definição F(x)=P{X( x} decorre imediatamente que, para x1 ≤ x2 contidos no espaço amostral da VA X:

P{x1 < X ≤ x2} = F(x2) – F(x1)

Para uma VA Discreta valem ainda as seguintes relações:

P{x1 ≤ X ≤ x2} = F(x2) – F(x1 - 1)

P{x1 ≤ X < x2} = F(x2 - 1) – F(x1 - 1)

P{x1 < X < x2} = F(x2 - 1) – F(x1)

Notas sobre VA Contínua: 
a) A probabilidade da VA Contínua X é sempre definida em um intervalo de valores de X, por exemplo, (x1,x2).

b) A probabilidade da VA Contínua é medida pela área sob a curva da função densidade em um determinado intervalo: 
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c) Observe-se que para a VA Contínua X, a fdp f(x) não mede a probabilidade no ponto x. Mostra-se facilmente que P{X=x} = P{x ( X ( x} = F(x)-F(x) = 0, onde utilizamos o seguinte artifício para representamos        (X = x) ( (x ( X ( x). Por considerarmos a probabilidade de um ponto como igual a zero, decorre imediatamente que para uma VA Contínua P{x1 < X < x2} = P{x1 ( X < x2} = P{x1 < X ( x2} = P{x1 ( X ( x2} = F(x2) – F(x1)
3.6. Valor Esperado de uma Variável Aleatória
Define-se Valor Esperado (ou Esperança Matemática ou Média) de uma variável aleatória X como a média ponderada de longo prazo de x em relação à Função de Densidade de Probabilidade (fdp).
Valor Esperado
VA Discreta
VA Contínua
E{X} = (x
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No nosso exemplo, E{X} = 0.(1/4) + 1.(1/2) + 2.(1/4) = (1/2) + (1/2) = 1 cara. 
3.7. Variância e Desvio Padrão de uma Variável Aleatória

Define-se Variância para uma VA como a média dos desvios quadráticos da variável em relação à sua própria média. Matematicamente, é expressa por:
Variância
VA Discreta
VA Contínua
V{X} = 
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O Desvio Padrão é definido como a raiz quadrada positiva da Variância:
Desvio Padrão
VA Discreta e VA Contínua
DesvPad{X} = 
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Nota: Alternativamente, a Variância pode ser calculada por 
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No exemplo dado:

	X
	P{X}

	0
	¼

	1
	½

	2
	¼

	∑
	1


A Variância V{X} = (0-1)2.(1/4) + (1-1)2.(1/2) + (2-1)2.(1/4) = (1/4) + (1/4) = 1/2 , e DesvPad{X} = 0,707
4. Modelos de Distribuições de Probabilidade

Até o momento, construímos como exemplo a distribuição de probabilidade de uma variável discreta (nº de caras no lançamento de duas moedas), empregando nosso conhecimento para o cálculo das probabilidades envolvidas. Veremos adiante alguns Modelos Probabilísticos Padrões, que nos auxiliarão em diversas situações práticas. Nosso problema passa a ser determinar qual modelo é o mais adequado para a situação em estudo.

4.1. Distribuição Binomial

Trata-se de uma distribuição de probabilidade adequada aos experimentos que apresentam apenas dois resultados possíveis: sucesso ou fracasso. Fornece a base para inferências sobre proporções.

Hipóteses do Modelo Binomial
1. O experimento é repetido n vezes nas mesmas condições.

2. Os resultados das repetições são independentes, ou seja, uma repetição não interfere nas subseqüentes.

3. Cada repetição admite apenas dois resultados: sucesso ou fracasso.

4. As probabilidades de sucesso “p” e de insucesso “q” (q=1-p) se mantêm constantes durante as repetições.

Por exemplo:

a) Lançar uma moeda 5 vezes e observar o número de caras.

b) Numa linha de produção, observar 10 itens tomados ao acaso e verificar o número de defeituosos.

c) Verificar o número de bits que não estão afetados por ruído num pacote com n bits.
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Define-se a Variável Binomial X como o número de sucessos em n repetições do experimento. A expressão geral da Distribuição Binomial é:

Notas:

1. O nome Binomial se deve ao fato da expressão acima corresponder ao termo geral do desenvolvimento do Binômio de Newton.

2. Para p=0,5 a distribuição é simétrica. Para P<0,5, a distribuição tem inclinação para a direita.

3. No caso de n grande (n ( 30) e p não muito pequena nem muito grande (valores centrais, com alguns autores recomendando np>5 e nq>5), a Distribuição Binomial pode ser aproximada pela Distribuição Normal, que será vista adiante. 

Principais Características da Distribuição Binomial

Média μx = E{X} = np   e   Variância (2x  = V{X} = npq.

No Excel
Função DISTRBINOM(núm_s ; tentativas ; probabilidade_s ; cumulativo), onde
núm_s: número de sucessos
tentativas: número de tentativas independentes

probabilidade_s: probabilidade de sucesso em uma tentativa

cumulativo: um valor lógico que define o tipo de distribuição:

Verdadeiro (1): retorna o valor da função de probabilidade acumulada P(X ( num_s)

Falso (0): retorna o valor da função de probabilidade no ponto num_s: P(X = num_s)
Exemplo: Uma moeda não viciada é lançada 5 vezes. Encontre a probabilidade de:

a) dar exatamente 3 caras

b) pelo menos uma cara

c) no máximo 2 caras

d) calcular o valor esperado e o desvio padrão

Solução: Seja X a variável Binomial com os parâmetros: n=5, p=1/2 (e portanto q=1/2).
a) Desejamos P{X = 3} = C(5,3)x(1/2)3x(1/2)2  ( 
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e  portanto

P{X = 3} = 10 x (1/2)5  = 10/32 = 31,25%
No Excel, a chamada à função DISTRBINOM(3;5;50%;0) fornece o valor 0,3125.
b) Desejamos P{X ( 1} que é o mesmo que 1 – P{X < 1}, equivalente a 1 – P{X = 0} = 1 – 0,03125 = 96,88%
No Excel, a função 1-DISTRBINOM(0;5;50%;0) fornece o valor 0,96875.
c) Desejamos P(X ( 2) que equivale a P{X = 0} + P{X = 1} + P{X = 2} = 50%
No Excel, a chamada à função DISTRBINOM(2;5;50%;1) fornece o valor 0,5000.
d) E{X} =np e portanto E{X} = 2,5 caras, e V{X} = npq = 5/4 = 1,25 . Logo DesvPad{X} = 1,12 caras.

4.2. Distribuição de Poisson
Considere as situações em que se avalia o número de ocorrências de um determinado evento por unidade de tempo, de comprimento, de área ou de volume (genericamente denominados de área de oportunidade). Em muitos casos, conhece-se o número de sucessos, mas às vezes é muito difícil ou até mesmo impossível determinar o número de fracassos. Imagine o número de automóveis que passam por uma esquina: pode-se anotar o número de veículos que passaram num determinado intervalo de tempo, mas não se pode determinar quantos deixaram de passar. 

A distribuição de Poisson é aplicada nos tipos de situações em que nos interessa o número de vezes em que um evento pode ocorrer durante um intervalo de tempo ou em determinado ambiente físico (área de oportunidade). Tomando como referência o número de ocorrências em determinado intervalo de tempo, em um processo de Poisson podem ser observados eventos discretos num intervalo de tempo, de tal forma que, reduzindo suficientemente este intervalo, tenhamos:

Hipóteses do Modelo de Poisson
1. A probabilidade de observar apenas um sucesso no intervalo é estável.

2. A probabilidade de observar mais que um sucesso no intervalo é zero.

3. A ocorrência de um sucesso em qualquer intervalo é independente da ocorrência de sucesso em qualquer outro intervalo.

A distribuição de Poisson é caracterizada apenas pelo parâmetro λ, que representa o valor esperado ou média, do número de sucessos por intervalo t. Em outras palavras, λ é a taxa de ocorrência dos eventos no intervalo de tempo.

A função de probabilidade da distribuição de Poisson é [image: image29.wmf]å
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onde:

e é uma constante (base do logarítmo neperiano) valendo aproximadamente 2,718...

λ é o número esperado de sucessos no intervalo considerado

x é o número de sucessos (x = 0, 1, 2, ...,∞.)

Principais Características da Distribuição de Poisson
Média μx = E{X} = λ   e   Variância (2x  = V{X} = λ.

No Excel
Função POISSON(x ; média ; cumulativo), onde
x: número de sucessos
média: valor esperado no intervalo

cumulativo: um valor lógico que define o tipo de distribuição:

VERDADEIRO (1): retorna o valor da função de probabilidade acumulada P(X ( x)

FALSO (0): retorna o valor da função de probabilidade no ponto x: P(X = x)
Exemplo: As consultas a um banco de dados ocorrem de forma independente e aleatória, à base de 3 consultas por minuto. Calcule as probabilidades:

a) no próximo minuto ocorrerem exatamente 3 consultas

b) no próximo minuto ocorrerem menos de 3 consultas

c) nos próximos dois minutos, ocorrerem mais do que 5 consultas

Solução: Seja X a variável Poisson com ocorrência média de 3 consultas por minuto (λ=3)
a) Desejamos P(X = 3) = [e-3. 33 ]/3!  = 22,4%
No Excel, a chamada à função POISSON(3;3;0) fornece o valor 0,22404.
b) Desejamos P(X < 3) = P(X ( 2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2)  =  42,32%
No Excel, a chamada à função POISSON(2;3;1) fornece o valor 0,42319.
c) Observe que a unidade de tempo alterou de 1 para 2 minutos. Como a taxa média é de 3 por minuto, então em dois minutos teremos λ=6. Desejamos assim P(X > 5) = 1 – P(X ( 5)  =  1 – 0,44568 = 55,43%
No Excel, a chamada à função 1 - POISSON(5;6;1) fornece o valor 0,55432.
Nota: A Distribuição de Poisson aparece com destaque no estudo das filas.
4.3. Distribuição Exponencial
Se o número de ocorrências de um evento por unidade de tempo seguir a Distribuição de Poisson, então automaticamente a distribuição do intervalo de tempo entre ocorrências do evento segue a Distribuição Exponencial. Assim, se λ é a taxa à qual ocorrem eventos de Poisson, a distribuição do tempo entre chegadas sucessivas é expressa por:[image: image30.wmf]s
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A distribuição exponencial também é caracterizada apenas pelo parâmetro λ, que representa a taxa de ocorrência dos eventos no intervalo de tempo.

A função de probabilidade acumulada da distribuição exponencial é [image: image31.wmf]s
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onde:

e é constante de Euler (base do logarítmo neperiano) valendo aproximadamente 2,71828...

λ é a taxa de ocorrência do evento por unidade de tempo
x é o tempo entre chegadas sucessivas
Principais Características da Distribuição Exponencial
Média μx = E{X} = 1/λ   e   Variância (2x  = V{X} = 1/λ.

No Excel
Função DISTEXPON(x ; lambda ; cumulativo), onde
x: intervalo de tempo entre chegadas sucessivas
lambda: inverso da taxa de chegada por unidade de tempo
cumulativo: um valor lógico que define o tipo de distribuição:

VERDADEIRO (1): retorna o valor da função de probabilidade acumulada P(X ( x)

FALSO (0): retorna o valor da função densidade de probabilidade no ponto x: P(X = x)
Exemplo: Carros chegam a um posto de gasolina aleatoriamente a cada 2 minutos em média. Determine a probabilidade de o tempo entre chegadas não exceder 1 minuto.
Solução: Seja X a variável Exponencial que representa o tempo entre chegadas. Queremos determinar:

P{X≤1) com λ=1/2, o que implica em calcular 
[image: image15.wmf]ò

-

1

0

)

2

/

1

(

e

)

2

/

1

(

. Note que primeiramente é necessário converter a taxa de chegadas por unidade de tempo para a mesma unidade de tempo empregada no valor da variável do problema.
No Excel, a chamada à função DISTEXPON(1;1/2;1) fornece o valor 0,3935 ou 39,35%.
Note que se x=1/2 (de 2 minutos) e λ=1 (em 2 minutos), DISTEXPON(1/2;1;1) também retorna 39,35%.
4.4. Distribuição Normal

É considerada a distribuição de probabilidades mais importante, pois permite modelar uma infinidade de fenômenos naturais, e além disso, possibilita realizar aproximações para calcular probabilidades de muitas variáveis aleatórias que têm outras distribuições, tais como a Binomial (n ( 30, np>5 e nq>5).

É também conhecida como distribuição de Gauss, Laplace ou Laplace-Gauss, e é muito importante também na inferência estatística, como será observado até o final do curso.

A distribuição Normal é caracterizada por uma Função de Densidade de Probabilidade cujo gráfico descreve uma curva em forma de sino, que evidencia maior probabilidade de a VA assumir valores próximos aos valores centrais.
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Função Densidade de Probabilidade da Distribuição NORMAL
Uma VA terá Distribuição Normal se sua FDP for da forma abaixo,
onde:
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μ = média da distribuição 

( = desvio padrão da distribuição 

π e e são constantes (3,1416... e 2,718...)

Parâmetros da Distribuição Normal
Média ou Valor Esperado μx = E{X} = μ    e   Variância (2x  = V{X} = (2
Principais Características:
1. Teoricamente, a curva prolonga-se de –∞ a +∞, sendo que  lim f(x) =0 para x tendendo a  (∞.
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2. A área total sob a curva é igual a 1, ou seja:
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3. A curva é simétrica em torno de μ, o que faz com que média = mediana = moda. Adicionalmente, temos também que P(X < μ - a) = P(X > μ + a).
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4. A curva tem dois pontos de inflexão, respectivamente em  μ-(  e  μ+( . Cerca de 68% dos valores recaem no intervalo de um desvio padrão de cada lado da média, 95% recaem no intervalo média ( 2 desvios e 99,7% recaem no intervalo média ( 3 desvios.
Considerando a enorme dificuldade de calcularmos probabilidades pela integração da Função de Densidade de Probabilidade (fdp) para as infinitas combinações de valores de μ e (·, utiliza-se a Distribuição Normal Padrão ou Reduzida, definida conforme a seguir.

Distribuição Normal Padrão
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Seja Z a variável com distribuição normal com média = 0 e variância = 1, geralmente denotada por N(0;1). Neste caso (lembrando que desvio-padrão = variância = 1) a fdp de Z será 
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com a forma:

Observe-se a conveniência de termos a média igual a zero e o desvio padrão igual a 1, fazendo com que esta distribuição passe a representar os valores de zi como número de desvios em relação à média (origem). Assim, esta distribuição nos permite trabalhar com valores relativos de desvios em relação à média.

Transformação de uma Distribuição Normal N(μ;(2) para a Normal Padrão (ou Reduzida) N(0;1)
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Qualquer distribuição normal com média μ e desvio padrão ( pode ser transformada, para efeito de cálculo de probabilidades, na distribuição normal padrão, através de uma mudança de variável conforme a seguir.
Tabelas da Função Normal Padrão
Há vários tipos de tabelas que fornecem as áreas (probabilidades) sob a curva Normal Padrão. O tipo mais comum é a tabela de Faixa Central. Este tipo de tabela fornece a área sob a curva normal padrão entre z=0 e qualquer valor positivo de z. A simetria em torno de z=0 permite-nos obter a área entre quaisquer valores de z, sejam positivos ou negativos, não sem razoável esforço na identificação correta de intervalos. 

No Capítulo Tabelas Estatísticas, apresentamos uma Tabela da Distribuição Acumulada da Normal Padrão, de uso muito mais fácil que as tabelas de faixa central encontradas na maioria da bibliografia recomendada. Na nossa tabela, podemos obter diretamente a probabilidade P(Z ( z).
Exemplos de Uso da Tabela

a) Calcule P(z < 0,85)

A área solicitada é exatamente a área fornecida pela tabela. Basta procurar a linha que contenha o valor 0,8 e sua interseção com a coluna que contenha o valor 0,05. (lembrando que 0,85 = 0,8 + 0,05). 

Logo, P(z < 0,85) = 0,8023 ( ou 80,23%).

b) Calcule P(0 < z < 1,25)

O valor procurado corresponde a P(z<1,25) – P(z<0). Da tabela, tiramos que P(z<1,25)=0,8944 e P(z<0)=0,5. 

Logo, P(0<z<1,25) = 0,8944 -0,5000 = 0,3944 (ou 39,44%).

c) Calcule P(z>2,39)

Observe que o valor tabelado é P(z<2,39). Como a área total sob a curva vale 1, então P(z>2,39)=1-P(z<2,39). 

Logo, P(z>2,39) = 1 – 0,9916 = 0,0084 ou 0,84%
d) Calcule P(z=1)

Considerando que a probabilidade é medida pela área sob a curva definida por um intervalo, P(z=1) pode ser escrita como P(1 ( z ( 1). Isto reduz o intervalo a um só ponto e portanto a área é zero. Outra forma de se obter este resultado é pela utilização do conceito da Função de Distribuição Acumulada, pois P(1 ( z ( 1) = F(1) – F(1) = 0.

e) Calcule P(-2,55<z<1,2)

P(-2,55<z<1,2) = P(z<1,2) - P(z<-2,55) = 0,8849 - 0,0054 = 0,8795 ou 87,95%
f) A altura dos alunos de uma escola é normalmente distribuída com média 1,60 m e desvio padrão 0,30 m. Calcule a probabilidade de um aluno medir entre 1,50 m e 1,80 m.

Seja X a VA N(1,60; 0,302). Deseja-se a probabilidade P(1,50 < x < 1,80)

Precisamos primeiro transformar os limites do intervalo da VA X para a VA Z (Normal Reduzida ou Normal Padrão), para que possamos, pela tabela, calcular P(z1 < z < z2). Assim procedendo, teremos:

z1 = (1,50 – 1,60)/0,30 = -0,10/0,30 = -0,33

z2 = (1,80 – 1,60)/0,30 =   0,20/0,30 =  0,67

Assim,

P(-0,33 < z < 0,67) = P(z<0,67) - P(z<-0,33) = 0,7486 - 0,3707 = 0,3779 ou 37,79%
Nos exemplos anteriores, foram fornecidos os valores do intervalo para que fossem calculadas as probabilidades associadas ao intervalo. Existem aplicações em que devemos determinar os valores de z a partir do conhecimento das probabilidades associadas a estes valores.

Mais Exemplos de Uso da Tabela

g) Sabendo que P(z<a) = 0,3015 determine o valor de a.

[image: image41.wmf]7

4

100

/

70

100

/

40

}

N

{

P

}

N

E

{

P

}

N

/

E

{

P

=

=

=

I

Consultando a tabela, procuramos em suas células o valor 0,3015 e encontramos para a o valor -0,52.

Funções do Excel para a Distribuição Normal

O Excel disponibiliza as seguintes funções para cálculos com a Distribuição Normal:

Função DIST.NORMP( z ), onde
z: valor da VA Normal Padrão ou Reduzida.

Esta função retorna a probabilidade P(-∞ < Z < z) = P(Z < z), para qualquer valor de z, da mesma forma que a tabela apresentada no final deste capítulo.
Para um intervalo genérico P(a<z<b), pode-se aplicar F(b) – F(a) diretamente, na forma:

P(a<z<b) = DIST.NORMP(b) – DIST.NORMP(a)

Para P(z>a), usa-se 1 – P(z<a) e portanto P(z>a) = 1 – DIST.NORMP(a).
Aplicável ao exemplo “c” acima.

Função DIST.NORM( x ; média ; desv_padrão ; cumulativo), onde
x: valor da VA Normal 

média: média da VA X

desv_padrão: desvio padrão da VA X

cumulativo: um valor lógico que define o tipo de distribuição:

VERDADEIRO (1): retorna o valor da função de distribuição acumulada (FDA) F(x) = P(X ( x)

FALSO (0): retorna o valor da função densidade de probabilidade (fdp) no ponto x: f(x)
É a função mais completa para tratamento de distribuição normal. Observe que no caso dos parâmetros média=0, desvio=1 e cumulativo=1 ou verdadeiro, esta função retorna o mesmo valor da DIST.NORMP.

Função INV.NORMP( probabilidade )
Retorna o valor z da VA Normal Padrão, abaixo do qual se tem a probabilidade informada. É o inverso da função DIST.NORMP( z)
No caso do exemplo “g” , a função inversa registrada como INV.NORMP(0,3015) retorna exatamente -0,520091. Para o caso da sugestão apresentada, INV.NORMP(0,30)= -0,524401
Função INV.NORM( probabilidade ; média ; desv_padrão)
Como no caso acima, é o inverso da função geral DIST.NORM(), aplicável a qualquer VA Normal X, desde que conhecidos sua média e desvio padrão.

Função PADRONIZAR( x ; média ; desv_padrão)
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Retorna o desvio padrão normalizado z, considerando os argumentos x, média e desvio padrao, utilizando a fórmula já apresentada:

Aproximação da Binomial pela Normal
Se Y admite distribuição binomial de probabilidades, mas o número de repetições do experimento é grande   (n ( 30), com a probabilidade p de sucesso não muito distante de 0,5, podemos, com pequena margem de erro, calcular as probabilidades da distribuição binomial Y através das probabilidades obtidas de uma distribuição normal X com as condições a seguir impostas. Alguns autores indicam uma boa aproximação se np > 5 e nq > 5.

1. média de X = média de Y = nxp.
2. variância de X = variância de Y = nxpxq.
3. correção de continuidade:  P( Y = y ) da binomial equivale a P( y-0,5 < X < y+0,5 ) da normal, 

P( Y < y ) da binomial equivale a P( X < y-0,5 ) da normal

P( Y > y ) da binomial equivale a P( X > y+0,5 ) da normal

Exemplo: Um teste tipo múltipla escolha é constituído de 50 questões, cada uma com 4 alternativas, das quais uma apenas é correta. Calcule a probabilidade de que um aluno, respondendo ao acaso às questões, acerte exatamente 15 questões.

Seja p = sucesso = ¼ = 0,25 e portanto q =1-p = 0,75  com n = 50 repetições. Logo, np=12,5 que é >5 e nq=37,5 que também é >5, propiciando assim uma boa aproximação.

Estamos interessados em P(X = 15). Pela distribuição binomial, temos que calcular
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, o que calculado pelo Excel fornece a probabilidade 8,88%.
Uma distribuição normal com média = nxp = 12,5 e variância = nxpxq = 9,375 pode ser usada como aproximação para cálculo da probabilidade P(14,5 < X < 15,5), o que calculado pelo Excel fornece o valor 9,32%.
Observe que o erro relativo, calculado sobre o valor obtido pela distribuição binomial, foi de 4,94%.
Combinação de Distribuições Normais
A combinação linear de variáveis com distribuições normais independentes é também uma VA Normal.

Seja X uma VA N(mx;vx) e Y uma VA N(my;vy).
Se W = aX + bY + c, então W terá distribuição normal com parâmetros:

Média: mw = a. mx + b. my + c 
e
Variância: vw = a2.vx + b2.vy
4.5. Distribuição Qui-Quadrado

É um modelo de distribuição contínua muito importante para a teoria da inferência estatística.

Considere x1, x2, x3 ...xp, “n” variáveis aleatórias independentes, normalmente distribuídas com média zero e variância 1, ou seja, “n” variáveis tipo normal padrão. 
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Define-se a variável aleatória com distribuição Qui-Quadrado como:

(n2 = x12 + x22 + x32 + ... + xn2   

ou
onde “n” é um parâmetro da função densidade de probabilidade denominado grau de liberdade e geralmente denotado pela letra grega ( (lê-se fi), ou eventualmente por gl.

Características da Distribuição Qui-Quadrado
1. (n2 ( 0 
2. Média = n
3. Variância = 2n
4. A função densidade de probabilidade está representada graficamente para alguns valores de n:
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Observe que à medida que n cresce, a função de densidade de probabilidade tende à forma da Função Normal.

Tabela Qui-Quadrado

A tabela do Qui-Quadrado em função do grau de liberdade n, apresenta o valor numérico da VA que deixa à sua direita determinada área α, ou seja α = P(X ( x) 

Para cálculo da probabilidade P(X ( x), ou seja, área na cauda esquerda da distribuição, utiliza-se a propriedade P(X ( x) = 1 – P(X ( x) = 1 – α, conforme ilustrado abaixo.
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1. O valor à direita, chamado qui-quadrado superior,
é obtido na tabela com n =12 e α =0,025. 

Logo, x2 = 23,34
2. O valor da abscissa à esquerda, chamado
qui-quadrado inferior, é obtido da tabela

com n =12 e α =1 - 0,025, portanto α =0,975.

Logo, x2 = 4,40
Funções do Excel para a Distribuição Qui-Quadrado
O Excel disponibiliza as seguintes funções para cálculos com a Distribuição Qui-Quadrado
Função DIST.QUI( x ; graus_liberdade ), onde
x: valor da VA Qui-Quadrado, e graus_liberdade = n
Retorna a probabilidade P(X > x), ou seja, se n=25, DIST.QUI( 18 ; 25) = P(X>18) = 84,24%.
Função INV.QUI( probabilidade ; graus_liberdade )
Retorna o inverso da probabilidade uni-caudal da distribuição qui-quadrada. 
Se probabilidade = DIST.QUI( x ; n), então INV.QUI(probabilidade; n) = x. 

No caso do exemplo anterior, INV.QUI( 0,8424 ; 25) =18.

4.6. Distribuição t de Student
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É um modelo de distribuição contínua que se assemelha à distribuição normal padrão N(0 ; 1). É utilizada para inferências estatísticas, quando se tem amostras com tamanhos inferiores a 30 elementos.

A distribuição t de Student, com n 

graus de liberdade é dada por:  

Características da Distribuição t de Student
1. Média = 0
2. Variância = 
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3. A distribuição é simétrica em relação à média.
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4. A comparação entre t e z é mostrada no gráfico

Ao lado.

Para valores de n < 30, a distribuição apresenta maior dispersão que z N(0;1). À medida que n aumenta, t se aproxima cada vez mais de z.
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A distribuição t também está tabelada. No final deste capítulo é apresentada uma tabela que fornece as abscissas da distribuição para diversas áreas (probabilidades) nas caudas. Trata-se de uma tabela bicaudal, conforme ilustrado a seguir.

Exemplo: Seja n = 9 e α = 5%. Consultando a tabela com estes valores, encontramos o valor t = 2,2622
Observe que a tabela mostra os valores de x tais que P(-x ( X ( x) = 1 – α.
Funções do Excel para a Distribuição t de Student
O Excel disponibiliza as seguintes funções para cálculos com esta distribuição.

Função DISTT( x ; graus_liberdade ; caudas ), onde
x: valor da abscissa, graus_liberdade = n, e caudas igual a 1 ou 2, conforme se deseje 1 ou 2 caudas.
Retorna a probabilidade P(-x ( X ( x) para n graus de liberdade.
No exemplo anterior, n=9 e t=2,2622, a função DISTT(2,2622 ; 9 ; 2) retorna 0,0499965 ou 5%.

Alterando o número de caudas, DISTT(2,2622 ; 9 ; 1) retorna 0,02499825 ou 2,5%.
Função INVT( probabilidade ; graus_liberdade )
Retorna o inverso da probabilidade bi-caudal da distribuição t de Student. 
Se probabilidade = DISTT( x ; n ; 2), então INVT(probabilidade; n) = x. 

No caso do exemplo anterior, INVT( 0,05 ; 9) =2,26216.

4.7. Distribuição F de Snedecor
Considere duas distribuições 
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, a primeira com n graus de liberdade e a segunda com d graus de liberdade.

A distribuição F de Snedecor, também referida como F de Fisher (Snedecor foi o pseudônimo adotado por Fisher), é definida como:
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No caso de n=20 e d=10, a Distribuição F possui a forma de sua fdp como mostrado ao lado.
Para fins de utilização da distribuição, na prática tabela=se, para cada par (n,d), o valor de F que deixa determinada área à sua direita.

A tabela da Distribuição F apresentada no final deste capítulo, retorna o Valor Crítico para a probabilidade α=5% na cauda superior, (P(F ( fc)=5%) para vários valores de graus de liberdade do numerador e denominador.

Quando necessitarmos de probabilidades na cauda inferior da Distribuição F adota-se o seguinte procedimento:

Seja Fs o F crítico da cauda superior e Fi o F crítico da cauda inferior, para o nível de significância de 5% adotado na tabela. Pode ser provado que: [image: image51.jpg]



Funções do Excel para a Distribuição F de Snedecor
O Excel disponibiliza as seguintes funções para cálculos com esta distribuição.

Função DISTF( x ; gl_numerador ; gl_denominador ), onde
x: valor da abscissa, gl_numerador e gl_denominador são os graus de liberdade.
DISTF é calculada como DISTF =P(F>x), onde F é uma variável aleatória que possui uma distribuição F com gl_numerador e gl_denominador graus de liberdade.
No exemplo gl_n=20, gl_d=10, para x=2,77, DISTF(2,77;20;10)=0,0502 ou 5,02%.
Função INVF(probabilidade ; gl_numerador ; gl_denominador)
Retorna o Valor Crítico da distribuição F para uma dada probabilidade na cauda superior, considerando os graus de liberdade do numerador e denominador. 
Se probabilidade = DISTF( x ; gl_n ; gl_d), então INVF(probabilidade; gl_n ; gl_d) = x. 

No exemplo gl_n=20, gl_d=10, para probabilidade=5%, INVF(5%;20;10) retorna o valor crítico 2,77.

Exercícios Distribuição Binomial

Para cada um dos problemas a seguir, construa uma tabela onde conste n, p, os valores possíveis de x, com as funções de distribuição de probabilidade no ponto x [P(X = x)] e a acumulada até x [P(X ( x)], os valores da média e da variância, e construa um gráfico com os dois tipos de probabilidade.

1. Você possui uma carteira com 15 ações. No último pregão, 75% das ações na Bolsa sofreram queda de preços. Suponha que as ações que perderam valor têm distribuição binomial.

2. Dados históricos revelam que no mês de janeiro, 70% das pessoas que acessam a página principal do UNIPAM na internet, também acessam a página do vestibular. Supondo independência entre os acessos, monte a tabela e o gráfico solicitado para os próximos 10 visitantes também acessarem a página do vestibular.

3. O fornecedor Alfa entrega costumeiramente 5% dos itens fornecidos com defeito. Monte a tabela e o gráfico solicitado para um lote de 20 itens.

Dica: Utilizando o Excel, monte a tabela com o seguinte design:

	n
	
	
	
	Gráfico
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	P(X = x)
	P(X ( x)
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	%
	%
	
	

	...
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	...
	
	
	
	

	n
	%
	%
	
	


Avançado
4. A probabilidade de um motor de avião falhar é p. Sabendo que um avião pode permanecer voando se tiver pelo menos metade de seus motores funcionando, para que valores de p um avião bimotor pode ser preferível a um quadrimotor? 

Exercícios Distribuição Normal

1. X é uma variável aleatória contínua, tal que X = N (12;25). Qual a probabilidade de uma observação ao acaso:

a) ser menor do que -3

b) cair entre -1 e 15

2. Uma fábrica de pneumáticos fez um teste para medir o desgaste de seus pneus e verificou que ele obedecia a uma distribuição normal, de média 48.000 km e desvio padrão 2.000 km. Calcular a probabilidade de que um pneu escolhido ao acaso:

a) dure mais que 46.000 km

b) dure entre 45.000 e 50.000 km

3. O padrão de qualidade recomenda que os pontos impressos por uma impressora estejam entre 3,7 e 4,3 mm. Uma impressora imprime pontos, cujo diâmetro médio é igual a 4 mm e o desvio padrão é 0,19 mm. Suponha que o diâmetro dos pontos tenha distribuição normal.

a) Qual é a probabilidade do diâmetro de um ponto dessa impressora estar dentro do padrão?

b) Qual deveria ser o desvio padrão para que a probabilidade do item (a) atingisse 95%?

4. Suponha que o diâmetro médio dos parafusos produzidos por uma fábrica é de 0,25 polegadas, e o desvio padrão 0,02 polegadas. Um parafuso é considerado defeituoso se seu diâmetro é maior que 0,28 polegadas ou menor que 0,20 polegadas.

a) Encontre a porcentagem de parafusos defeituosos

b) Qual deve ser a medida mínima para que tenhamos no máximo 12% de parafusos defeituosos?

5. Os salários semanais dos operários industriais são distribuídos normalmente em torno de uma média de $360,00 com desvio padrão de $ 50,00. Pede-se:

a) encontre a probabilidade de um operário ter salário semanal situado entre $ 300,00 e $ 400,00

b) dentro de que desvios de ambos os lados da média, cairão 96% dos salários?

6. A duração de certo componente eletrônico tem média de 850 dias e desvio padrão 45 dias. Calcular a probabilidade de esse componente durar:

a) entre 700 e 1.000 dias

b) mais que 800 dias

c) menos que 750 dias

d) exatamente 1.000 dias

e) qual deve ser o número de dias necessários para que tenhamos de repor no máximo 5% dos componentes?

7. Os pesos de 600 estudantes são normalmente distribuídos com média de 65,3 kg e desvio padrão 5,5 kg. Encontre o número de alunos que pesam:

a) entre 60 e 70 kg

b) mais que 63,2 kg

8. Suponha que as notas de uma prova sejam normalmente distribuídas com média 73 e desvio padrão 15. 15% dos alunos mais adiantados recebem a nota A e 12% dos mais atrasados recebem nota F. Encontre o mínimo para receber A e o mínimo para passar, não receber F.

9. Seja Y uma função tal que Y = X1 + X2 + X3 e as variáveis Xi são independentes com as seguintes distribuições: X1 = N(10;9),  X2 = N(-2;4)  e  X3 = N (5;25). Qual é a distribuição de Y?

10. Certo produto tem peso médio de 10 g e desvio padrão 0,5 g. É embalado em caixas de 120 unidades que pesam em média 150 g e desvio padrão 8 g. Qual a probabilidade de que uma caixa cheia pese mais de
1.370 g?

11. Determinada máquina enche latas baseada no peso bruto com média 1 kg e desvio padrão 25 g. As latas têm peso de 90 g com desvio padrão 8 g. Pede-se:

a) a probabilidade de uma lata conter menos de 870 g de peso líquido

b) a probabilidade de uma lata conter mais de 900 g de peso líquido

12. Um avião de turismo de 4 lugares pode levar uma carga útil de 350 kg. Supondo que os passageiros têm peso de 70 kg com distribuição normal de peso e desvio padrão 20 kg, e que a bagagem de cada passageiro pese em média 12 kg, com desvio padrão 5 kg e distribuição normal do peso, calcular a probabilidade de:

a) haver sobrecarga se o piloto não pesar os 4 passageiros e respectiva bagagem

b) que o piloto tenha de tirar pelo menos 50 kg de gasolina para evitar sobrecarga

13. Em uma distribuição normal, 28% dos elementos são superiores a 34 e 12% inferiores a 19. Encontrar a média e a variância da distribuição.

14. Suponha que a duração de vida de dois equipamentos E1 e E2 tenham respectivamente distribuições N(45;9) e N(40;36). Se o equipamento tiver que ser usado por um período de 45 horas, qual deles deve ser preferido?

15. Certa máquina de empacotar determinado produto oferece variações de peso com desvio padrão de 20 g. Em quanto deve ser regulado o peso médio do pacote para que apenas 10% tenham menos que 400 g? Calcule a probabilidade de um pacote sair com mais de 450 g.

16. Sendo X   N (μ ; (2), determine:

a) P (μ - ( ( X ( μ + ()

b) P (μ - 2( ( X ( μ + 2()

c) P (μ - 3( ( X ( μ + 3()

d) P (μ - 1,5( ( X ( μ + 1,5()

e) P (μ - 3,5( ( X ( μ + 3,5()

17. Com base nas respostas obtidas no exercício anterior, pode-se concluir que para qualquer distribuição Normal:

a) o intervalo compreendido entre o valor da média menos "um" desvio padrão e o valor da média mais "um" desvio padrão contém aproximadamente 68% das observações.

Elabore conclusões semelhantes, considerando os resultados obtidos nos outros itens do exercício anterior.

18. Num laticínio, a temperatura do pasteurizador deve ser de 75ºC. Se a temperatura ficar inferior a 70ºC, o leite poderá ficar com bactérias maléficas ao organismo humano. Observações do processo mostram que valores da temperatura seguem uma distribuição normal com média 75,4ºC e desvio padrão 2,2ºC.

a) Qual é a probabilidade da temperatura ficar inferior a 70ºC?

b) Qual é a probabilidade de que em 500 utilizações do pasteurizador, em mais do que cinco vezes a temperatura não atinja 70ºC?

19. O tempo para que um sistema computacional execute determinada tarefa é uma variável aleatória com distribuição normal, com média 320 segundos e desvio padrão de 7 segundos.

a) Qual é a probabilidade de a tarefa ser executada entre 310 e 330 segundos?

b) Se a tarefa é colocada para execução 200 vezes, qual é a probabilidade de ela demorar mais do que 325 segundos em pelo menos 50 vezes?

20) Um exame de múltipla escolha consiste em 10 questões, cada uma com quatro possibilidades de escolha. A aprovação exige, no mínimo, 50% de acertos.

a) Qual é a probabilidade de aprovação se o candidato comparece ao exame sem saber absolutamente nada, apelando apenas para o "palpite"?

b) E se o exame tivesse 100 questões?

21. No horário de maior movimento, um sistema de banco de dados recebe, em média, 100 requisições por minuto, segundo uma distribuição de Poisson. Qual é a probabilidade de que no próximo minuto ocorram mais de 120 requisições? Use a aproximação normal com correção de continuidade.

22. Os dados históricos de uma rede de computadores sugerem que as conexões com essa rede, em horário normal, seguem uma distribuição de Poisson com média de 5 conexões por minuto. Calcule t0, tal que se tenha probabilidade igual a 0,90 de que ocorra pelo menos uma conexão antes do tempo t0.

23. Uma empresa fabrica dois tipos de monitores de vídeo. É suposto que as durabilidades deles seguem distribuições normais, sendo o monitor M1 com média de 6 anos e desvio padrão 2,3 anos; e o monitor M2 com média de 8 anos e desvio padrão 2,8 anos. M1 tem 2 anos de garantia e M2 tem 3 anos. A empresa lucra R$ 100,00 a cada M1 vendido e R$ 200,00 a cada M2 vendido, mas se deixarem de funcionar no período de garantia, a empresa perde R$ 300,00 (no caso de M1) e R$ 800,00 (no caso de M2). Em média, qual é o tipo de monitor que gera mais lucro?

Avançado
24. Uma fábrica de calçados masculinos deseja exportar um lote experimental de 500 pares de um determinado modelo. Sabendo que no país de destino, o tamanho dos pés tem distribuição normal com média 40 cm e desvio padrão de 1,67 cm, e não desejando ter seu produto “encalhado” nas prateleiras de destino, qual deve ser a composição do lote em termos da numeração dos pares de 35 a 45?

Apêndice 1 – Resumo Teórico sobre Probabilidade

A1. Experimento Aleatório (E)
Todo processo desenvolvido para realizar observações e obter dados com um determinado objetivo, é denominado experimento. Experimentos ou fenômenos aleatórios são aqueles que, mesmo repetidos várias vezes sob condições semelhantes, apresentam resultados que não se pode prever com certeza.

Exemplos:

E1: Retirar uma carta de um baralho de 52 cartas e observar se o naipe é “ouros”.

E2: Lançar uma moeda e observar se a figura na face voltada para cima é “cara”.

E3: Jogar um dado e observar se o número da face voltada para cima é “5”.

A análise destes experimentos revela que:

· Cada experimento pode ser repetido indefinidamente sob as mesmas condições.

· Não se conhece um particular resultado do experimento a priori, mas é possível descrever todos os possíveis resultados.

· Quando o experimento é repetido um grande número de vezes, surgirá uma regularidade, ou seja, uma estabilidade da fração f = r / n (freqüência relativa), onde n é o número total de repetições e r é o número de sucessos de um particular resultado estabelecido antes da realização. Esta característica é de importância fundamental para a avaliação da probabilidade do evento desejado.

A2. Espaço Amostral (S)

Para cada experimento aleatório E, define-se o espaço amostral S como o conjunto de todos os possíveis resultados desse experimento (Conjunto Universo).

Exemplos:

Para E1, S1 = {espada, paus, copas, ouros}

Para E2, S2 = {cara, coroa}

Para E3, S3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

A3. Evento

É um subconjunto formado por um ou mais resultados do espaço amostral.

Evento Elementar é um resultado único do espaço amostral.

Evento Certo é quando o evento corresponde à ocorrência do próprio espaço amostral S.

Evento Impossível é quando o evento corresponde a um conjunto vazio (.

Exemplos para E3:

A = {2, 4, 6} contido em S3: A é um evento de S3. (obter um número par)

B = {4} contido em S3: B é um evento elementar. (obter o número 4)
C = {1, 2, 3, 4, 5, 6} contido em S3: C é um evento certo. (obter o número 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5 ou 6)

D = {8} não é subconjunto de S3. Logo D=( ,D é um evento impossível. (obter um número maior que 6)
A4. Operações com Eventos
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4.1. Complemento
O complemento de um evento A é o evento (A (ou 
[image: image19.wmf]A

), formado por todos os elementos do espaço amostral que não estejam incluídos em A. É o evento que ocorre quando A não ocorre. Exemplo: Para o evento A acima, 
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 = {1, 3, 5}.
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4.2. Interseção

A interseção dos eventos A e B gera um novo evento formado pelos elementos comuns aos dois conjuntos, conforme ilustra o Diagrama de Venn ao lado. Ocorre somente se A ocorre e B ocorre.
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4.3. União

A interseção dos eventos A e B gera um novo evento formado pelos elementos comuns e não comuns dos dois conjuntos. Ocorre se A ocorre, B ocorre ou ambos.

A5. Eventos Mutuamente Exclusivos (ou Excludentes)

Dois eventos A e B são denominados mutuamente exclusivos, se eles não puderem ocorrer simultaneamente, ou seja, a interseção entre elas é vazia:  A ( B = ( 

Exemplo: no lançamento de um dado, se A={1,3,5} e B={2,4,6}, então A ( B = (
A6. Eventos Independentes

Dois eventos A e B são denominados independentes, se a ocorrência (ou não ocorrência) de A, não afeta a possibilidade de ocorrência de B e vice-versa.

A7. Probabilidade

Dado um experimento aleatório E, e sendo S seu espaço amostral, a probabilidade de um evento A (denotada por P{A}) é uma função definida em S, que associa a cada evento um número real que satisfaz as seguintes propriedades:

· 0 ( P{A} (1

· ∑ p{ai} = P{S} = 1, onde os ai’s representam todos os eventos elementares de S.

· P{A U B} = P{A} + P{B} se A e B forem eventos mutuamente excludentes, ou
      = P{A} + P{B} – P{A ∩ B}  caso contrário.
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A probabilidade teórica de um evento é obtida utilizando procedimentos de contagem (Análise Combinatória) dos casos favoráveis à ocorrência do evento e de contagem de todos os casos possíveis:

Nota: A expressão P{A}) acima é uma conseqüência da suposição de que todos os resultados sejam igualmente verossímeis (ou equiprováveis), e portanto só deve ser aplicada quando essa suposição for atendida.

A8. Principais Teoremas e Propriedades da Probabilidade

8.1. Probabilidade do Conjunto Vazio
P{(} = 0 (evento impossível)

8.2. Probabilidade do Evento Certo
P{S} = 1 (evento certo)

8.3. Probabilidade do Complemento
Se 
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é o complemento do evento A, então P{
[image: image22.wmf]A

} = 1 – P{A}
8.4. Probabilidade da União de Eventos (ou Teorema da Soma)
Se A e B são dois eventos quaisquer, então P{A U B} = P{A} + P{B} – P{A ∩ B}  
A9. Probabilidade Condicionada
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Dados dois eventos A e B, denota-se P{A/B} à probabilidade condicionada do evento A, quando B tiver ocorrido. Pode ser obtida pela divisão da probabilidade conjunta P{A e B} pela probabilidade do evento B. 

De outra forma, P{A/B} é a razão entre o nº de vezes que A e B podem ocorrer e o nº de vezes que B pode ocorrer.

Se os eventos A e B forem independentes, então P{A/B} = P{A} e P{B/A} = P{B}.

Exemplo: Um lote possui 20 peças defeituosas e 80 peças perfeitas. Seleciona-se 2 peças deste lote sem reposição. Sejam os eventos:

A = {a primeira peça é defeituosa} 
e 
B = {a segunda peça é defeituosa}

Na retirada da primeira peça, temos P{A} = 20/100 = 1/5. Para calcularmos P{B}, é preciso conhecer a nova composição do lote no momento da extração da segunda peça. Isto significa saber se A ocorreu ou não.

Se A ocorreu, teremos agora 19 peças defeituosas e 80 perfeitas, o que implica em P{B/A} = 19/99.

Caso não tenha ocorrido A, teremos 20 peças defeituosas e 79 perfeitas, implicando em P{B/
[image: image23.wmf]A

} = 20/99.

A10. Probabilidade da Interseção (ou Teorema do Produto)
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Se A e B são dois eventos quaisquer, então a probabilidade de ocorrência simultânea dos dois eventos, é igual ao produto da probabilidade de um deles pela probabilidade condicional do outro, dado o primeiro.
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No caso do exemplo anterior, a probabilidade de ambas as peças serem defeituosas será:

Exemplo: Um escritório de contabilidade possui 100 máquinas de calcular. Algumas são elétricas (E) e outras manuais (M), enquanto umas são novas (N) e outras são usadas (U), conforme tabela abaixo. Uma pessoa entra no escritório, pega uma máquina ao acaso e observa que ela é nova (N). Qual a probabilidade de que a máquina seja elétrica (E)?

	
	E
	M
	

	N
	40
	30
	70

	U
	20
	10
	30

	
	60
	40
	100
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Queremos calcular P{E/N}, que segundo a fórmula P{E/N} = P{E∩N}/P{N} resulta em:

A11. Teorema da Probabilidade Total[image: image60.wmf]λa
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Seja A1, A2, A3,..., An, n eventos mutuamente exclusivos tais que A1UA2U... UAn = S, (ou seja, o espaço amostral particionado em n eventos), e sejam P{Ai} as probabilidades conhecidas dos vários eventos, e seja B um evento qualquer de S tal que sejam conhecidas todas as probabilidades condicionais P{B/Ai}. Então, para cada i tem-se [image: image61.wmf]s
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Exemplo 1: Retomemos o exemplo do lote com 20 peças defeituosas e 80 peças perfeitas. Seleciona-se 2 peças deste lote sem reposição. Sejam os eventos:

A = {a primeira peça é defeituosa} 
e 
B = {a segunda peça é defeituosa}
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Podemos agora calcular P{B} como:

Exemplo 2: Uma determinada peça é produzida por três fábricas 1, 2 e 3. Sabe-se que a fábrica 1 produz o dobro de peças que a fábrica 2 e que 2 e 3 produzem a mesma quantidade. Sabe-se também que 2% das peças produzidas por 1 e 2 são defeituosas e que 4% das peças produzidas por 3 são defeituosas. Estando todas as peças produzidas armazenadas em um depósito, extrai-se dali uma peça ao acaso. Qual a probabilidade da peça ser defeituosa?

Consideremos os seguintes eventos:

D = {a peça é defeituosa}, F1 = {a peça provem de 1}, F2 = {a peça provem de 2} e F3 = {a peça provem de 3}.

Temos assim que calcular P{D} = P{D/F1}.P{F1} + P{D/F2}.P{F2} + P{D/F3}.P{F3}.

Sabemos que P{F1} = 1/2 e P{F2} = P{F3} = 1/4  e sabemos também que P{D/FB1}=P{D/F2}=0,02 enquanto P{D/F3}=0,04. Aplicando estes valores à expressão acima, encontramos:

P{D} = (0,02).(0,5) + (0,02).(0,25) + (0,04).(0,25)  =  0,01 + 0,005 + 0,01  =  0,025  = 2,5%
A12. Teorema de Bayes

Seja A1, A2, A3,..., An, n eventos mutuamente exclusivos conforme item anterior (A.11). Então, para cada i tem-se[image: image63.png]1ap QuiQuadrado
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 que:
Exemplo: Retomando o Exemplo 2 do item anterior, suponha que retiramos uma peça e seja constatado que ela é defeituosa. Qual a probabilidade de que ela tenha sido produzida pela fábrica 1?
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Pede-se portanto a probabilidade P{F1/D}. Considerando-se que F1, F2 e F3 constituem uma partição do espaço amostral (temos apenas 3 fábricas, e uma peça somente pode ser fabricada por uma destas três fábricas) , adaptamos a fórmula de Bayes trocando B por D e Ai’s por Fi’s.
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E assim obtemos:

A13. Técnicas de Contagem ou Análise Combinatória

Ajudam a determinar, sem necessidade de enumeração direta ou montagem de árvores de possibilidades, o número de resultados possíveis de um espaço amostral.

13.1. Permutações e Arranjos
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Fornece o número de formas diferentes de organização de um grupo, de forma que a Ordem dos elementos dentro do grupo é levada em conta. A fórmula geral para Permutação de n elementos tomados r a r é:
Notas: 

· Fatorial de zero é igual a 1. ( 0!=1 )

· Função do Excel: PERMUT()

· Se n = r temos a Permutação clássica e se n > r temos o Arranjo tradicional

No Excel

Função PERMUT(núm;núm_escolhido): Retorna o número de permutações para um dado número de objetos que pode ser selecionado de objetos de números. Uma permutação é qualquer conjunto ou subconjunto de objetos ou eventos em que a ordem interna é significativa. As permutações são diferentes das combinações em que a ordem interna não é significativa. Use esta função para cálculos de probabilidade do tipo loteria.
núm  é um número inteiro que descreve o número total de objetos.

núm_escolhido  é o número inteiro que descreve o número de objetos em cada permutação.

Comentários

a) Os dois argumentos são truncados para números inteiros. 

b) Se núm ou núm_escolhido não for numérico, PERMUT retornará o valor de erro #VALOR! 

c) Se núm ≤ 0 ou se núm_escolhido < 0, PERMUT retornará o valor de erro #NÚM! 

d) Se núm < núm_escolhido, PERMUT retornará o valor de erro #NÚM! 

Exemplos:

a) De quantas maneiras diferentes, 5 pessoas podem se organizar em fila ?

Caso típico de Permutação de 5 elementos, tomados 5 a 5: P(5,5) = 5! = 120.

b) Com 8 bandeiras diferentes, quantos sinais feitos com 3 bandeiras se podem obter ?

Como importa a ordem, trata-se de um Arranjo de 8 elementos tomados 3 a 3:  P(8,3) = 8!/5!

e portanto P(8,3) = 8.7.6 = 336

13.2. Combinações
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Quando a Ordem dos elementos dentro do grupo não importa, mas apenas a quantidade de cada elemento no grupo, utiliza-se a Combinação. A fórmula para cálculo de combinações é:

No Excel

Função COMBIN(núm;núm_escolhido): Retorna o número de combinações de um determinado número de itens. Uma combinação é qualquer conjunto ou subconjunto de itens, independentemente da sua ordem interna. As combinações diferem das permutações para as quais a ordem interna é importante. Use COMBIN para determinar o número total possível de grupos para determinado número de objetos.
núm  é um número inteiro que descreve o número total de objetos.

núm_escolhido  é o número inteiro que descreve o número de objetos em cada combinação.

Comentários

a) Os argumentos numéricos são truncados para inteiros. 

b) Se um dos argumentos não for numérico, COMBIN retornará o valor de erro #VALOR!. 

c) Se núm < 0, núm_escolhido < 0, ou se núm < núm_escolhido, COMBIN retornará o valor de erro #NÚM!
O uso da função FATORIAL() nas fórmulas da Permutação e da Combinação acima, fornece os mesmos resultados que PERMUT() e COMBIN()

No Excel

Função FATORIAL(núm): Retorna o fatorial de um número. O fatorial de um número é o número igual ao produto 1*2*3*...*num.
núm  é o número não-negativo do qual se deseja obter o fatorial. Se núm não for um inteiro, será truncado.
Exemplos:

a) Com 8 pessoas, quantas comissões de 3 membros podem ser escolhidas?

Como a ordem das pessoas numa comissão não importa, temos C(8,3) = 8!/(5!.3!) = 8.7 = 56 comissões.

b) Um grupo de 8 pessoas é formado de 5 homens e 3 mulheres. Quantas comissões mistas de 3 pessoas podem ser formadas, nas quais se tenha exatamente 2 homens?

Aqui temos que escolher 2 homens dentre 5 e 1 mulher dentre 3. Assim, o número procurado é C(5,2)(C(3,1) = 

10x3 = 30 comissões.

A14. Exercícios Propostos

1. Qual a probabilidade de sair o ás de ouros quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

2. Qual a probabilidade de sair um rei quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

3. Em um lote de 12 peças, 4 são defeituosas. Sendo retirada uma peça, calcule: 

a) a probabilidade de essa peça ser defeituosa.

b) a probabilidade de essa peça não ser defeituosa.

4. No lançamento de dois dados, calcule a probabilidade de se obter soma igual a 5.

5. De dois baralhos de 52 cartas retiram-se, simultaneamente, uma carta do primeiro baralho e uma carta do segundo. Qual a probabilidade de a carta do primeiro baralho ser um rei e a do segundo ser o 5 de paus?

6. Uma urna A contém: 3 bolas brancas, 4 pretas, 2 verdes; uma urna B contém: 5 bolas brancas, 2 pretas, 1 verde; uma urna C contém: 2 bolas brancas, 3 pretas, 4 verdes. Uma bola é retirada de cada urna. Qual é a probabilidade de as três bolas retiradas da primeira, segunda e terceira urnas serem, respectivamente, branca, preta e verde?

7. De um baralho de 52 cartas retiram-se, ao acaso, duas cartas sem reposição. Qual é a probabilidade de a primeira carta ser o ás de paus e a segunda ser o rei de paus?

8. Qual a probabilidade de sair uma figura quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

9. Qual a probabilidade de sair uma carta de copas ou de ouros quando retiramos uma carta de um baralho de 52 cartas?

10. São dados dois baralhos de 52 cartas. Tiramos, ao mesmo tempo, uma carta do primeiro baralho e uma carta do segundo. Qual é a probabilidade de tirarmos uma dama e um rei, não necessariamente nessa ordem?

11. Dois dados são lançados conjuntamente. Determine a probabilidade de a soma ser 10 ou maior que 10.
.

Tabela da Distribuição Normal Padrão
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Tabela da Distribuição t DE STUDENT
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Tabela da Distribuição QUI-QUADRADO
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Nota


Eventualmente, o valor procurado da probabilidade pode não coincidir exatamente com os valores da tabela. Neste caso, deve-se proceder à interpolação entre os dois valores mais próximos para se obter um valor mais preciso para z. Sugere-se que você refaça o problema acima considerando P(z<a) = 0,30.
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[image: image91.png]Areas sob a curva NORMAL Padrao: P(Z<7)

Areas sob a curva NORMAL Padrao P(Z<z)

Valor z NEGATIVO

Valor z POSITIVO

0,09 [ 0,08 [ 007 [ 006 | 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 0,00

0,00 [ 0,01 [ 002 [ 003 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09

000101 0,0010 00011 0,0011 | 0,011 | 00012 | 0,0012 00013 | 0,0013 | 00013
00014 00014 | 0,0015 | 0,0015 00016 | 0,0015 00017 | 0,0018 | 00015 | 00018
00019 | 0,0020 | 00021, 0,0021 | 00022  0,0023 | 0,0023 00024 | 0,0025 | 0,0026
00026 | 00027 | 0,0028 | 0,029 0,0030 | 0,0031 | 00032 | 0,0033 | 0,034 00035
00036 | 0,0037 | 00038 | 0,0039 | 0,0040  0,0041 0,0043 00044 | 0,0045 | 00047
00048 | 00049 | 0,001 | 0,0052 00054 | 0,0055 00057 | 0,0059 | 0,060 00062
00064 | 0,0066 | 00088 | 0,009 | 0,071 0,0073 | 0,0075 00078 | 0,0080 | 0,0082
00064 | 00087 | 0,0089 | 0,0091 00094 | 0,0095 | 00089 | 0,0102 | 00104 00107
00110 | 00113 00116 | 0,018 | 00122 00125 | 0,0120 00132 | 0,0136 | 00130
00143 00145 | 0,010 | 00154 00158 | 0,0162 00186 | 0,0170 | 00174 00179
00183 | 0,018 | 00162 | 0,0197 | 00202 00207 | 0,0212 00217 | 0,0222 | 0,0228
00233 00239 | 0,0244 | 00250 00256 | 0,0262 00268 | 0,0274 | 00281 00287
00204 | 0,0301 00307 0,0314 | 00322 00329 | 0,033 00344 | 0,0351 00359
00367 00375 | 0,034 | 00392 00401 0,0409 00418 | 0,0427 00436 00448
00455 | 0,0465 | 00475 | 0,0485 | 00495 00505 | 0,0515 00526 | 0,0537 | 00548
00559 | 00571 0,0562 | 00594 00806 | 0,061 00830 | 0,0643 00855 00868
00881 0,0694 00708 0,0721 | 00735 00749 | 0,0764 00778 | 0,0783 | 00808
00823 00838 | 0,0853 | 0,086 00885 | 0,0901 00918 | 0,0934 00851 00958
00885 | 0,1003 | 01020 | 0,1038 | 0,106 01075 | 0,1083 | 01112 | 01131 0,151
01170 01180 | 04210 | 0,230 01251 0.1271 | 01292 | 0,1314 | 0,1335 01387
01379 | 0,1401 | 01423 | 0,1446 | 0,146 01492 | 0,151 01539 | 0,162 | 01687
01611 01635 | 01680 | 0,1685 017111 0,173 01762 0,1788 | 01814 01841
01867 | 0,1894 | 01922 | 0,1949 | 0,1877 0200 | 0.2033 02081 02090 | 02119
02148 02177 02208 | 0223 02285 | 02205 02327 | 02358 | 02389 02420
02451 02483 | 02514 | 02546 | 02576 026111 02643 02676 | 02708 | 02743
02776 | 02810 02643 | 02877 02912 | 02945 02981 03015 | 0,3050 03085
03121 03156 | 03192 03228 | 03264 03300 | 0,333 03372 | 03409 | 03446
03483 03520 03557 | 03504 03832 | 03669 03707 03745 03783 03621
03850 | 03897 03936 0,3974 | 04013 04052 | 04080 04129 | 0,4188 | 04207
04247 04286 | 04325 | 04364 04404 | 04443 | 04483 | 04522 04562 04802
0.4641 04681  0.4721| 0.4761, 0.4801 | 0,4840 | 04880 | 04920 | 04960 | 05000

05000 05040 | 0,5080 | 05120 | 05160 | 05199 05239 | 05279 | 05319 05359
05308 | 05438 | 05478 | 05517 05557 | 05598 | 05636 | 05678 | 05714 05753
05793 05832 05671 | 05910 05948 | 05087 08026 | 0,6064 08103 | 06141
05179 08217 | 06255 | 05203 06331 06368 08406 | 06443 | 05480 06517
05554 | 08591 0,6628 | 08664 06700 | 06736 08772 | 0,6808 | 06844 06879
05915 | 08950 | 0,6985 | 07019 07084 | 0.7088 | 07123 | 0.7157 | 07100 07224
07257 07281 07324 | 07357 07389 | 0.7422 07454 | 07488 | 07517 07548
07560 07811 07642 | 07673 07704 | 0.7734 07764 | 07794 | 07823 07852
07861 07810 07938 | 07967 0799 | 0.8023 0801 0,8078 0106 08133
0159 08185 | 08212 0823 08254 08289 08315 08340 | 08365 08389
08413 08438 08451 08485 08508 | 08531 08554 08577 08599 08621
08643 08865 | 08685 | 08708 06729 | 08749 08770 08790 | 08810 08830
08849 08860 0,888 | 08907 08925 | 08944 08962 | 0,8980 08997 08015
08032 08049 | 0,0085 | 09082 08099 | 09115 09131 09147 0162 09177
09192 08207 00222 | 0023 09251, 0,9265 08279 | 0,0282 00306 09318
09332 09345 | 0,0357 00370 09382 | 09394 00405 09418 | 08420 09441
09452 | 08463 | 0,0474 | 0,044 09495 | 0,9505 08515 | 0,0525 0,035 09545
09554 09564 | 0,0573 09582 09591 09599 09808 | 00616 | 09625 09833
09641 09649 0,0656 | 09664 00671, 0,9678 09686 | 0,0693 09899 06708
08713 09719 | 0,0725 08732 06738 | 00744 08750 | 0,0758 | 08761 09767
0772 08778 | 00783 06786 09783 | 0,875 08803 | 0,008 00812 08817
09821 08825 | 0,0830 00834 00838 | 09842 08845 | 00850 | 0,054 09857
09861 09864 0,0868 | 00871 09875 | 09878 09881 0,084 00887 09890
09893 09895 | 0,0898 | 09901 09904 | 0,9905 09909 0,0911 08913 09915
09515 | 09920  0,0922 | 00925 09927 | 0,8920 09931 0,0932 09834 00938
08935 | 09940 | 0,0941 09043 00945 | 09945 08948 | 0,0949 | 00951 09952
08953 | 0995 | 0,0956 | 0,0957 09950 | 0,0960 09961 0,0962 | 0,8963 09964
08965 | 0995 | 0,0957 09966 09959 | 0,9970 08971 0,0972 | 0,8973 09974
08574 09975 | 0,0976 | 08977 09977 | 0,8975 08979 0,9978 | 08980 00981
09961 0992 | 0,0982 09983 00984 | 0,9984 09985 0,0985 | 09986 09988
0,907 | 0.9987 | 09987 | 09988 | 00988 | 0,0989  0,8989 | 0.8889 | 0,9880 | 0,8980




[image: image92.png]TABELA DA DISTRIBUIGAO t DE STUDENT - VALORES DEt TAISQUE P(t<T<t)=1-0a
ou P(T| > 1) = @ (BicAUDAL). Para UNicAUDAL, 2xP(T < ) = @ ou 2xP(T > ) = @
o | 0,500 | 0,250 | 0,200 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,020 | 0,010 | 0,005
al 60w | @s%) | @) | (ow) | (%) | @5%) | @ow | 00w | 5%
1 1,0000 : 24142 | 30777 : 63138 | 12,7062 : 254517 | 31,8205 : 63,6567 ; 127,3213
2 08165 | 16036 : 18856 | 29200 : 43027 j 62053 | 69646 @ 99248 | 14,0890
3 07649 | 14226 | 16377 : 23534 | 31824 : 41765 | 45407 : 58409 j 74533
4 07407 | 13444 © 15332 | 21318 . 27764 j 34954 - 37469 | 46041 | 55976
5 07267 | 13009 | 14759 : 20150 ' 25706 : 31634 | 33649 : 40321 j 47733
6 07176 | 12733 | 14398 | 19432 = 24469 j 29687 : 31427 | 37074 & 43168
7 07111 | 12543 | 14149 : 18946 @ 23646 = 238412 ;| 29980 : 34995 j 4,0293
8 07064 | 12403 : 13968 | 18595 : 23060 j 27515 : 28965 @ 33554 : 38325
9 0,7027 | 12297 | 1,3830 : 158331 | 22622 : 26850 ; 28214 | 32498 j 13,6897
10 0,6998 | 12213 | 13722 | 18125 : 22281 j 26338 . 27638 | 31693 : 35814
1 06974 | 12145 | 13634 : 17959 | 22010 : 25931 ;| 27181 | 3.1058 j 34966
12 06955 | 12089 : 13562 | 17823 : 21788 j 25600 : 26810 | 30545 : 34284
13 0,6938 | 12041 | 13502 : 17709 ' 21604 : 25326 : 26503 : 30123 j 33725
14 0,6924 | 12001 : 13450 | 17613 ' 21448 j 25096 | 26245 | 29768 : 33257
15 06912 | 11967 | 13406 @ 17531 | 21314 : 24899 | 26025 : 29467 j 13,2860
16 06901 | 11937 : 13368 | 17459 . 21199 j 24729 | 25835 | 29208 & 32520
17 0,6892 | 11910 | 13334 : 17396 | 21098 @ 24581 | 25669 : 28982 j 32224
18 0,6884 | 11887 @ 13304 | 17341 . 21009 j 24450 © 25524 | 238784 | 31966
19 06876 : 11866 : 13277 : 17291 | 20930 : 24334 | 25395 | 28609 j 31737
20 06870 | 11848 . 13253 | 17247 . 20860 j 24231 © 25280 | 28453 | 31534
21 06864 | 11831 | 13232 : 17207 | 20796 : 24138 ;| 25176 : 28314 j 31352
22 06858 | 11815 : 13212 | 17171 . 20739 j 24055 : 25083 | 28188 & 31188
23 0,6853 | 11802 | 13195 : 17139 | 20687 : 23979 ;| 24999 : 28073 j 3,1040
24 06848 | 11789 : 13178 | 17109 : 20639 j 23909 : 24922 : 27969 : 30905
25 06844 | 11777 | 13163 | 17081 | 20595 @ 23846 ;| 24851 i 27874 j 30782
26 0,6840 | 11766 : 13150 | 17056 : 20555 j 273788 . 24786 | 27787 : 3,0669
27 0.6837 | 11756 | 13137 : 17033 | 20518 : 23734 | 24727 : 27707 j 30565
28 06834 | 11747 © 13125 | 17011 . 20484 j 23685 | 24671 | 27633 | 30469
29 0,6830 | 11739 | 13114 : 16991 | 20452 : 23638 ;| 24620 : 27564 j 13,0380
30 06828 | 11731 : 13104 | 16973 ' 20423 j 23596 | 24573 | 27500 : 3,0298
40 0,6807 | 11673 | 13031 : 16839 | 20211 : 23289 | 24233 | 27045 j 29712
50 06794 | 11639 : 12987 | 16759 : 20086 j 23109 | 24033 | 26778 : 29370
60 06786 : 11616 : 12958 : 16706 : 20003 : 22990 : 23901 : 26603 j 29146
70 0,6780 | 1,1600 : 12938 | 106669 : 19944 j 22906 : 23808 | 26479 : 28987
80 06776 | 11588 | 12922 @ 16641 | 19901 : 22844 | 23739 : 26387 j 2,8870
90 06772 | 11578 : 1,2910 | 16620 : 19867 j 22795 : 23685 | 26316 : 28779
100 06770 | 11571 | 12901 : 16602 | 19840 : 22757 | 23642 | 26259 j 28707
110 06767 11565 | 12893 : 16588 & 19818 j 22725 : 23607 | 26213 | 238648
120 06765 | 11559 | 12886 : 106577 | 19799 : 22699 | 23578 : 26174 j 2,8599.
1.000 06747 © 11510 | 12824 | 16464 = 19623 j 22448 © 23301 | 25808 : 28133
10.000 | 06745 @ 11504 @ 12816 | 16450 : 19602 = 22417 | 23267 | 25763 j 28077
100.000 | 06745 | 11504 | 12816 ;| 16449 @ 1,9600 j 22414+ 23264 | 25759 | 28071




[image: image93.png]TABELA DA DISTRIBUIGAO QUI-QUADRADO - VALORES DE x TAIS QUE P(X > x) = a

[ 0.05 | 0,900 | 0,075 | 0,950| 0,900| 0,750| 0,500| 0,250| 0,100| 0,050| 0,025| 0,010| 0,005,
1| 00000 00002 00070 00039 00158 01015 04549 13233 27055 38415 50239 65340 7794
2| 00100 00201, 00505 01026 02107 05754 13883 27726 45052 59915, 73778 92103 10,5950)
3| 00717 0118 02158 03516 05844 12125 23850 41083 02514 76147 83484 113440 128362
4| 02070 02971, 0ds4s 07107 10636 19226 33587 53853 77794 84877 11,1433 132767 148603
5 | 04117 08543 08312 11i%s 18103 26748 43515 65257 92364 110705 12,8325 150883 167408
6 | 06757 08721 12373 18354 22041 34545 53481 78408 10,5440 12,5915 14,4494 168113 18,5470)
7 | 09893 12390 15890 21673 28331 42549, 63458 90371 12,0170 14,0671 18,0128 184753 20.2777]
8 | 1344 16455 21797 27326 34895 50706, 73441 102188 13,3616 15,5073 17,5345 200802 21,9550)
9 | 17349 20879 27004 33251 41662 58986 83428 13888 14,6837 16,9790 19,0228 218550 23,5894
10| 271550 2562 32470 39403 48652 67372 93413 12,5489 15,8872 16,3070 204832 23,2083 25 1882
1| Zo032 3053 38157 45748 55778 75841 103410 137007 172750 198751 219200 247250 26,7568
12| 30738 35706 44038 52230, 53038 64384 113403 145454 18,5483 210261 233367 25,2170 28,2085
13| 35550 4108 50088 58919 70415 92991 123398 15,0830 19,8110 223620 247358 27,6882 20,8155
14| 40747 43504 56257 55705 77885 101653 13,3393 171169 21,0641 23,6848 251168 231412 31,3153
16| 45008 52203 62621 72800 85468 110365 143369 182451 22,3071 24,8958 274864 305779 328013
16| 5422 58122 69077 79816, 83172 118122 15,3365 18,3689 23,5418 26,2962 26,8454 31,9989 34,2672
17 | 5so72 64078 75642 85718 10,0852 12791 16,3362 204887 24,7680 27 5671 301910 33,4087 35,7185
18| 62548 70148 52307 83905 108640 136753 173379 21,5049 25,3804 26,8693 315254 34,8053 371565
19 | 88440 7327 59065 101170 115508 165620 16,3377 227178 27,2036 30,1435 326523 35,1900 38,5823
20 | 7433 52604 5.5908) 108508 124425 15,4518| 19,3374 23,8277 264120 31,4104 34,1695 37,5062 30,9968
21| 50337 88872 10,2629 115913 13,2398 16,3444] 20,3372 24,6348 208151 32,6706] 35,4789 38,8322 414011
22 | 88427 5425 10,9823 123380] 140415 17,2396 21.3370] 26,0383 308133 33,9244| 35,7807 40,2894 427957]
23| 92504 10,1857) 11,6685 13,0905 14,8480 18,1373 22,3369 27,1413 32,0068 35,1725) 38,0755 4156384 44,1813
24| 98852 10,8554 12.4012) 138484 15,8587 10,0373 23,3367 28,2412 33,1862 36,4150, 39,3641 42,6758 45 555|
25| 105197 11,5240 13,167 14,5114 164734 10,0303 24,3365 20,3388 34,3815 37,6525) 40,6455 44,3141 40,8278
26| 111602 121881 13,8439 15,3752 17,2913 20,8434] 25,3355, 304345 35,5632 36,8851 41,9232 45,6417 48,2899
27 | 118076 12,6785 14,5734 18,1514 16,1138 21,7404] 26,3363 315284 36,7412 40,1133 43,1945 45,9620 40,844
28| 124513 13,5647 15,3079 19,9279 18,8302 22,6572 273362 32,6205 37,3158 41,3371 44,4608, 48,2782 50,8934]
29| 131211 14,2555 16,0471 17,7084 19,7677 23,5666] 28,3361 33,7108 30,0875 42,5570 457223 495679 523358
30| 137867 148535 16,7908 18,4927 20,5952 24,4775 59,3360 347987 40,2580 43,7730 45,9792 50,8922 53,6720
31| 144578 15,5555 17,5387 19,3505 214338 25,3801 30,3350 35,8671 414217 44,0853 48,2319 52,1914 55,0027
32| 15,1340 16,3522 16,2008 20,0719 22,2706 26,3041 31,3359 35,9730, 42,5847 46,1043 49,4804 534855, 56,3281
33| 158153 17,0735 15,0457 208685 23,1102 27,2104 32,3356 38,0575 43,7452 47,3899 50,7251 54,7755 57 84ed|
34| 165013 17,7891 19,8063 21,6643 23,8523 26,1361 33,3357 38,1408 44,8032 48,8024 519560 55,0809 56,9639
35| 17,1918 18,5080] 20,5604 22,4530] 24,7857 29,0540 34,3355 40,2228 45,0568 49,8016 53,2033 57,3421 602748
36| 178867 192327 213359 232080 25,5433 208730 35,3356 413036 47.2122) 50,8985 544373 58,6192 61,5612
37| 16,5858 10,0602 22,1055, 24,0748 26,4321 30,8833 36,3355, 42,3633 48,3634 52,1823 556680 59,8925 628833
38| 152880 205014 226765 24,8830 27,3430 31814 373355 434619 49,5175 53,3635 55,8955 61,1621 64,1814
39| 199958 21,4252 23,6543 25,6054 26,1958 32,7360] 38,3354 44 5305 508508 54,5722 56,1201 624281 554756
40| 207055 22,1543 24,4330 26,5093 20,0505 33,6603 39,3353 45,6180 518051 55,7585, 59,3417 63,6907 56,760
21| 214208 22,9056 252145, 27,3255 298071 34,5846 40,3353 48,6915 520465 56,0424 60,5606 64,9501 66,0527
42| 221365 23,5501 25,0987 26,1440 307654 35,5009 413352 47,7683 54,0802 58,1240 61,7758 65,2082 59,3360
43| 228505 24,3575 26,7654 26,9647 318255 35,4351 42,3352 48,8400 55,2302 59,3035 62,9904 67,4593 708158
44| 235837 251480 27,5745, 29,7675 324871 37,3631 43,3352 49,9128 55,3585 60,4809 04,2015 63,7095 71,8928
45| 243110 25,0013 28,3662 306123 33,3504 38,2810 44,3351 50,8648 57,5053 61,6562 654102 69,9568 73,1661
46| 250413 25,5572 20,1601 314390 34,2152 30,2197 453351 52,0562 56,8405 62,8295 55,5165, 71,2014 74,4365|
47| 257748 27,4156 20,9562 32,3575 35,0814 40,1492 45,3350 53,1267 59,7743 64,0011 67,8206, 724433 75,7041
48| 255108 28,1770 30.7545) 33,0981, 35,8491 41,074] 47,3350 54,1984 509068 65,1708| 69,0225 73,6625 76,9588
49| 27,2493 28,9406] 31,5549 33,6303 368182 42,0104] 48,3350 55,2633 620375 66,3366] 70,2224 74,9155 78,2307

27,9907, 29,7067 32,3574, 34,7643 37,5886 42,0421, 40,3349, 56,3336, 63,1671 67,5048 71,4200 76,1639, 79.4900|




[image: image94.png]TABELA DA DISTRIBUIGAO F DE SNEDECOR - PROBABILIDADE UNICAUDAL P(X > x)=0,05 (5%)

a=5%

Graus de Liberdade no Numerador

oL
Denominador| 4 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50 100 120 0
1 16145 19350 ' 21571 | 22458 | 23016 | 23399 | 23677 | 23883 = 24054 = 24188 24801 | 25010 | 25114 | 25177 | 25304 | 25325 25431
2 1851 | 1900 @ 1916 1925 ' 1930 | 1933 | 1935 | 1937 | 1938 1940 1945 = 1946 | 1947 | 1948 | 1949 | 1349 = 1950
3 013 | 985 | 928 | 912 | 901 894 | 889 | 885 | 881 | 679 666 | 862 | 069 | 658 | 655 | 856 | 853
4 771 | 694 | 659 | 639 | 626 616 609 | 604 | 600 | 596 | 580 . 575 = 572 570 | 566 | 566 | 563
5 661 | 679 541 | 519 | 505 | 49 | 48 | 482 | 477 | 474 486 | 450 | 446 | 444 | 441 440 | 436
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 428 421 415 | 410 | 406 | 387 | 381 377 375 ' 371 | 370 | 367
7 550 | 474 43 | 412 | 397 | 387 | 379 | 373 | 368 | 364 344 | 338 | 33 | 33 | 327 | 3271 | 323
8 532 | 446 | 407 | 384 | 369 358 350 | 344 | 339 | 335 | 315 . 308 304 302 | 297 | 2987 | 293
9 512 | 42 | 386 | 363 | 348 | 337 | 329 323 | 318 | 314 | 294 | 28 283 | 280 | 276 | 276 | 271
10 4% | 410 | 371 | 348 | 333 322 314 . 307 | 302 | 298 | 277 | 270 | 266 264 | 259 | 258 | 254
11 484 39 389 | 336 | 320 | 309 | 301 | 295 | 290 | 28 265 | 257 | 253 | 281 | 246 | 245 | 240
12 475 | 389 | 349 | 326 | 311 300 291 | 285 | 280 | 275 | 254 | 247 | 243 | 240 | 235 234 | 230
13 467 | 381 341 | 318 | 303 | 292 | 283 | 277 | 271 | 267 | 246 | 23 23 | 231 | 226 | 226 | 221
14 460 | 374 | 33 | 311 | 295 285 276 | 270 | 265 | 260 | 239 231 227 224 | 219 | 218 | 213
15 454 366 329 | 306 | 290 | 279 | 271 | 264 | 289 | 254 233 | 225 | 220 | 218 | 212 | 241 | 207
16 443 | 363 | 324 | 301 | 285 274 | 266 | 259 | 254 | 249 | 228 . 219 215 . 212 | 207 | 206 | 201
17 445 | 389 330 | 29 | 281 | 270 | 261 | 28 | 249 | 245 223 | 215 | 210 | 208 | 202 | 201 | 19
18 441 | 355 | 316 | 203 | 277 | 266 258 . 251 | 246 | 241 | 219 | 241 | 206 204 ' 198 197 | 182
19 438 | 352 313 | 290 | 274 | 263 | 264 | 248 | 242 | 23 216 | 207 | 203 | 200 | 194 | 193 | 188
20 435 | 349 1 310 | 287 | 271 260 = 251 | 245 | 239 | 235 | 212 | 204 199 197 © 191 | 1980 | 184
21 43 | 347 307 | 284 | 268 | 267 | 249 242 | 237 | 232 | 210 | 201 19 | 194 | 188 | 187 | 181
22 430 | 344 | 305 | 282 | 266 255 246 | 240 | 234 | 230 | 207 . 198 184 191 | 18 . 184 | 178
23 428 | 342 303 | 280 | 264 | 263 | 244 | 237 | 23 | 227 205 | 19 | 191 | 188 | 182 181 | 176
24 426 | 340 | 301 | 278 | 262 251 242 | 236 | 230 | 226 | 203 194 189 18 | 180 179 | 173
25 424 339 299 | 276 | 260 | 249 | 240 | 234 | 228 | 224 | 201 | 192 187 | 184 | 178 | 177 | 171
30 417 332 | 29 | 269 | 253 242 233 227 | 221 | 216 | 193 | 184 | 179 176 170 | 168 | 162
40 408 | 323 284 | 261 | 245 | 234 | 225 218 | 212 | 208 | 184 | 174 169 | 166 | 159 | 188 | 151
50 403 | 318 | 279 | 286 | 240 229 220 . 213 | 207 | 203 | 178 | 169 | 163 160 ' 152 | 151 | 144
60 400 315 276 | 283 | 237 | 226 | 217 | 240 | 204 | 199 176 | 165 | 169 | 186 | 148 147 | 139
70 39 | 313 . 274 | 250 | 235 223 24 | 207 | 202 | 197 | 172 . 162 | 157 153 | 145 | 144 | 135
80 3% | 311 272 | 249 | 233 | 221 | 213 | 206 | 200 | 195 170 | 160 | 184 | 151 | 143 141 | 132
90 39 | 310 | 271 . 247 232 220 211 | 204 | 1989 | 194 | 169 . 159 | 153 149 | 141 . 138 | 130
100 394 309 270 | 246 | 231 | 219 | 210 | 203 | 197 | 193 168 | 17 | 162 | 148 | 139 | 138 | 128
120 3% | 307 | 268 | 245 | 229 218 209 | 202 | 19 . 191 | 166 . 185 150 146 | 137 | 136 | 125
= 38 300 ze0 23221 2a0 2ol ieries | is3 |1e7 146 | 138 13 | 24 | 122100




_1325751403.unknown

_1325763456.unknown

_1325835219.unknown

_1326349864.unknown

_1326350132.unknown

_1326350492.unknown

_1326349935.unknown

_1326349896.unknown

_1326349840.unknown

_1326349768.unknown

_1325767956.unknown

_1325831522.unknown

_1325833418.unknown

_1325767483.unknown

_1325762829.unknown

_1325763013.unknown

_1325763040.unknown

_1325762856.unknown

_1325752149.unknown

_1325752785.unknown

_1325752127.unknown

_1325746726.unknown

_1325747903.unknown

_1325750844.unknown

_1325751324.unknown

_1325748223.unknown

_1325750757.unknown

_1325748107.unknown

_1325747422.unknown

_1325747506.unknown

_1325746928.unknown

_1325744923.unknown

_1325746229.unknown

_1325746585.unknown

_1325746406.unknown

_1325746119.unknown

_1325746183.unknown

_1325745592.unknown

_1230369285.unknown

_1230369334.unknown

_1325744734.unknown

_1230369390.unknown

_1230369324.unknown

_1218093838.unknown

_1230368699.unknown

_1230368717.unknown

_1218097107.unknown

_1218092674.unknown

