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1. INTRODUÇÃO
No capítulo anterior foi estabelecido que no estudo de uma série estatística, e principalmente na confrontação com outras séries estatísticas, é conveniente o cálculo de algumas medidas que as caracterizem, e que estas medidas, quando bem interpretadas, podem fornecer informações valiosas sobre a série estatística em estudo. Foi estabelecido também, que as medidas reduzem uma série estatística a alguns valores, cuja interpretação fornece uma compreensão bastante apurada sobre o conjunto de dados que as originaram.

Definimos Medidas Estatísticas como Valores Numéricos calculados sobre o conjunto de valores observados da Variável Quantitativa em estudo, cuja interpretação fornece informações específicas sobre o comportamento da variável naquele conjunto de dados. 

Pudemos observar que as Medidas de Posição expressam a característica dos dados observados tenderem a se agrupar em torno dos valores centrais, e que elas representam valores intermediários da série (entre o menor e o maior valor), em torno dos quais os elementos da série estão distribuídos. Adicionalmente, as medidas de posição nos indicam a posição da série em relação ao eixo dos valores assumidos pela variável ou característica em estudo. Em síntese, podemos dizer que as Medidas de Posição tentam traduzir a semelhança que os dados estatísticos referentes à observação de um fenômeno apresentam entre si, conforme se pode notar pela observação das séries abaixo.
	Série
	Valores
	Média
	Mediana
	Moda

	1
	1
	3
	7
	10
	10
	11
	15
	18
	20
	35
	13
	10,5
	10

	2
	12
	12
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	14
	14
	13
	13
	13

	3
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13


A julgar apenas pela Média, teríamos que concluir pela igualdade entre as três séries 1, 2 e 3. Se estendermos nossa análise, incluindo as medidas Média, Mediana e Moda, teríamos que concluir pela igualdade entre as séries 2 e 3. Mas, como os conjuntos são pequenos, conseguimos  ver que eles não são iguais.
Frequentemente, as Medidas de Tendência Central não são suficientes para caracterizar completamente uma série numérica, conforme pode ser observado nas séries de dados acima.

O que se constata, é que os fenômenos passíveis de análise pelo método estatístico, bem como os dados estatísticos a eles referentes, caracterizam-se tanto pela sua semelhança quanto pela sua variabilidade. 

2. Medidas de Dispersão ou Variabilidade
Chamamos de dispersão ou variabilidade, à maior ou menor diversificação dos valores de uma variável em torno de um valor de tendência central tomado como ponto de comparação. Analisando os conjuntos de dados acima, podemos dizer que a série 3 apresenta dispersão ou variabilidade nula (todos os valores iguais entre si) e que o conjunto 2 apresenta dispersão ou variabilidade menor que o conjunto 1. Para justificar esta última afirmação, basta apenas observarmos os valores extremos das duas séries.

Para qualificar os valores de uma dada variável, ressaltando a maior ou menor dispersão (ou variabilidade) entre esses valores e uma respectiva medida de posição, a Estatística recorre às Medidas de Dispersão ou de Variabilidade.
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2.1. Amplitude Total ou Range (R)

É a diferença entre o maior e o menor valor de um conjunto de dados. Fácil de calcular, a amplitude tem a desvantagem de levar em consideração apenas os dois valores extremos, desprezando todos os outros. É uma medida absoluta (carrega consigo a unidade da variável).
Amplitude Total (AT) ou Range (R) = Xmáx - Xmín
Nas séries acima temos: R1=(35-1)=34; 
 R2=(14-12)=2; 

R3=(13-13)=0
2.2. Variância (s2) ou ((2)

Variância é uma média aritmética calculada a partir dos quadrados dos desvios (ou diferenças) entre os valores dos elementos da série e sua própria média. Logo, o cálculo da Variância requer primeiramente o cálculo da Média.
A Variância é uma medida que tem pouca utilidade como estatística descritiva, porém é extremamente importante na inferência estatística e em combinações de amostras: ela tem a desvantagem de ser expressa em unidades da variável ao quadrado. A Variância é uma medida absoluta. 
Quando a série de dados representa uma Amostra, a Variância é denotada por s2, e quando provém de uma População, a Variância é denotada por (2 ((=sigma minúsculo, caractere do alfabeto grego, equivalente ao s minúsculo no alfabeto arábico). Observe que há uma diferença no método de cálculo das duas Variâncias: quando se trata de uma População, o denominador da equação de (2 representa a quantidade total de elementos na população (N), enquanto no caso de uma Amostra, o denominador da equação de s2 é o total de elementos na amostra menos 1 (n-1).
Formulação matemática:

	Variância Amostral s2
	Variância Populacional (2

	
[image: image1.wmf])

1

n

(

)

x

x

(

n

1

i

2

i

2

-

-

=

å

=

s


	
[image: image2.wmf]N

)

x

x

(

N

1

i

2

i

2

å

=

-

=

σ




2.3. Desvio Padrão (s) ou (()

O Desvio Padrão é a raiz quadrada positiva da Variância. O Desvio Padrão, definido como a raiz quadrada da Variância, contorna a dificuldade de interpretação da Variância devida à sua unidade de medida ser expressa pela unidade da variável elevada ao quadrado. O Desvio Padrão é expresso na mesma unidade de medida da Variável em estudo, e por isso mesmo se enquadra como uma medida absoluta..
	Desvio Padrão Amostral   s
	Desvio Padrão Populacional (
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2.4. Coeficiente de Variação (CV)

O Coeficiente de Variação é a razão entre o Desvio Padrão e a Média Aritmética, e é geralmente expresso em porcentagem. Trata-se de um número puro (sem unidade de medida), sendo portanto uma medida relativa.
Coeficiente de Variação é uma porcentagem cujo cálculo resulta da comparação entre o Desvio Padrão e a Média Aritmética.

A grande utilidade do Coeficiente de Variação é permitir a comparação de variabilidade de diferentes conjuntos de dados.
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2.5. Intervalo Interquartílico (IIQ)

O Primeiro Quartil (Q1), a Mediana (Md ou Q2) e o Terceiro Quartil (Q3) avaliam a forma da parte central (e portanto a variabilidade) de uma distribuição de freqüências. 

O Intervalo Interquartílico (ou simplesmente Intervalo Quartílico) corresponde à diferença entre o 3º quartil (Q3 = 75%) e o 1º quartil (Q1 = 25%). É análogo à Amplitude Total ou Range, que contém a variação de 100% dos dados, enquanto o IIQ contém a variação dos 50% elementos centrais. Suas características mais importantes são:

· Medida simples e fácil de ser calculada.

· Mede a distribuição da metade central dos dados, em torno da mediana.

· É uma medida resistente, pois não é afetada pelos extremos.

· Não é suficiente para avaliar a variabilidade, pois despreza 50% dos dados (os extremos).

O Intervalo Interquartílico é utilizado na determinação de outliers (dados suspeitos) de uma amostra. Normalmente, se considera um dado como suspeito, quando seu valor se afasta mais de 1,5 a 3 vezes o valor do IIQ, abaixo de Q1 ou acima de Q3.

2.6. BoxPlot ou Diagrama em Caixas
Embora as três medidas Q1, Mediana e Q3 mostrem a forma da distribuição de 50% dos valores ao redor da mediana, a adição dos valores Mínimo e Máximo a estas três medidas permite obter um conjunto mais completo de informações sobre a forma da distribuição. O BoxPlot é a forma gráfica de representar estas cinco medidas estatísticas (Five Number Summary) num único conjunto de resultados conforme ilustrado abaixo. 
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Na verdade, o gráfico BoxPlot nos fornece informações sobre a posição central, dispersão e assimetria da respectiva distribuição de freqüências dos dados.
3. Cálculo de Medidas 

O estudo das medidas de dispersão também será efetuado tratando-as separadamente para dados isolados (não agrupados) e para dados agrupados, com e sem intervalos de classe.
3.1. Dados Isolados ou Não Agrupados
Vamos utilizar como exemplo os mesmos conjuntos de dados utilizados na introdução deste capítulo.

	Conjunto
	Valores
	Média
	Mediana
	Moda

	1
	1
	3
	7
	10
	10
	11
	15
	18
	20
	35
	13
	10,5
	10

	2
	12
	12
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	14
	14
	13
	13
	13

	3
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13


3.1.1. Cálculo da Amplitude Total (AT) ou Range (R)

Considerando a definição desta medida, sua formulação matemática é:

Amplitude Total (AT) ou Range (R) = Xmáx - Xmín
Aplicando o conceito acima aos conjuntos de dados acima, obtemos:

	
	Mínimo
	Máximo
	Range

	Conjunto 1
	1
	35
	34

	Conjunto 2
	12
	14
	2

	Conjunto 3
	13
	13
	0


Observe que a Amplitude Total forneceu uma maneira de quantificar a variabilidade dos dados de cada conjunto: Conjunto 1 >> Conjunto 2 > Conjunto 3. Também permitiu identificar que o Conjunto 3 possui variabilidade nula, como era de se esperar, tendo em vista que todos os seus elementos possuem o mesmo valor, não havendo portanto variação de valores entre eles.
3.1.2. Cálculo da Variância
Independentemente da forma com que se apresentam os dados, o cálculo da Variância deverá seguir sempre esta seqüência de etapas:

1. Calcular a média aritmética 
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2. Subtrair a média 
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 de cada valor 
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 do conjunto, obtendo-se o que chamamos de desvio 
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3. Elevar cada desvio ao quadrado 
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4. Somar os quadrados dos desvios 
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5. Dividir a soma por (n-1) quando se tratar de dados amostrais, ou simplesmente por N se os dados representam todos os valores de uma população.
Aplicando o algoritmo acima aos conjuntos de dados de exemplo, obtemos os resultados a seguir.

Cálculo da Variância
	
	
	Conjunto 1

 

 
	
	Conjunto 2


	
	Conjunto 3



	i
	
	xi
	di
	di2
	
	xi
	di
	di2
	
	xi
	di
	di2

	1
	
	1
	-12
	144
	
	12
	-1
	1
	
	13
	0
	0

	2
	
	3
	-10
	100
	
	12
	-1
	1
	
	13
	0
	0

	3
	
	7
	-6
	36
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	4
	
	10
	-3
	9
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	5
	
	10
	-3
	9
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	6
	
	11
	-2
	4
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	7
	
	15
	2
	4
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	8
	
	18
	5
	25
	
	13
	0
	0
	
	13
	0
	0

	9
	
	20
	7
	49
	
	14
	1
	1
	
	13
	0
	0

	10
	
	35
	22
	484
	
	14
	1
	1
	
	13
	0
	0

	Σ
	
	130
	
	864
	
	130
	
	4
	
	130
	
	0

	
	
	Média
	
	13
	
	Média
	
	13
	
	Média
	
	13

	
	
	s2
	
	96,00
	
	s2
	
	0,44
	
	s2
	
	0,00

	
	
	2
	
	86,40
	
	2
	
	0,40
	
	2
	
	0,00


Observe que a Variância (Amostral ou Populacional) forneceu uma maneira de quantificar a variabilidade dos dados de cada conjunto, de forma muito mais sensível que a Amplitude Total. Aqui também se obtém a mesma relação comparativa da variabilidade Conjunto 1 >> Conjunto 2 > Conjunto 3, só que de forma muito mais evidente. Também permitiu identificar que o Conjunto 3 possui variabilidade nula.

3.1.3. Cálculo do Desvio Padrão

De acordo com sua definição, para calcular o Desvio Padrão basta extrair a raiz quadrada da respectiva Variância. Assim, temos:
	Conjunto 1
	
	Conjunto 2
	
	Conjunto 3

	s
	
	9,80
	
	s
	
	0,67
	
	s
	
	0,00

	
	
	9,30
	
	
	
	0,63
	
	
	
	0,00


3.1.4. Cálculo do Coeficiente de Variação
Considerando a fórmula de cálculo do Coeficiente de Variação abaixo, o cálculo do CV é imediato após os cálculos realizados para determinar o Desvio Padrão.
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	Conjunto 1
	
	Conjunto 2
	
	Conjunto 3

	CVa
	 
	75,4%
	
	CVa
	 
	5,1%
	
	CVa
	 
	0,0%

	CVp
	 
	71,5%
	
	CVp
	 
	4,9%
	
	CVp
	 
	0,0%


Conforme anteriormente mencionado, o CV é uma medida de dispersão relativa. No caso presente, em que as amostras possuíam todas o mesmo tamanho (n=10), a conveniência de se usar uma medida relativa na comparação da variabilidade entre dois ou mais conjuntos de dados, não ficou claramente estabelecida. De qualquer maneira, como o CV leva em consideração tanto a medida de dispersão absoluta quanto a média da série, ela é uma medida de dispersão mais completa que uma medida absoluta. 
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3.1.5. Cálculo do Intervalo Interquartílico

Considerando que para o cálculo do IIQ necessitamos calcular duas medidas de posição (Q1 e Q3) para cada conjunto de dados, no exemplo de cálculo a seguir vamos obter essas medidas utilizando o Excel. 

Cálculo do Intervalo Interquartílico
	Conjunto
	Valores
	Q1
	Q3
	IIQ

	1
	1
	3
	7
	10
	10
	11
	15
	18
	20
	35
	7,75
	17,25
	9,50

	2
	12
	12
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	14
	14
	13,00
	13,00
	0,00

	3
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13
	13,00
	13,00
	0,00
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Embora o IIQ utilize em seu cálculo o mesmo princípio utilizado pela Amplitude Total ou Range, pelo fato de examinar apenas os 50% valores centrais, desprezando os extremos, não foi capaz de detectar a variabilidade existente nos dados do Conjunto 2. 
3.1.6. Montagem do BoxPlot

O cálculo das 5 medidas necessárias para cada BoxPlot dos 3 conjuntos de dados de exemplo, foi executado no Excel utilizando as funções específicas descritas no capítulo anterior, e é mostrado na tabela abaixo. Observe que não há nenhum sentido em obter o gráfico BoxPlot para o conjunto de dados 3.
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	Conjunto 1
	Conjunto 2
	Conjunto 3

	Q1
	7,8
	13,0
	13,0

	Mínimo
	1,0
	12,0
	13,0

	Mediana
	10,5
	13,0
	13,0

	Máximo
	35,0
	14,0
	13,0

	Q3
	17,3
	13,0
	13,0


Nota: o Apêndice 2 contém a rotina de montagem de BoxPlot no Excel.
Observe como o gráfico BoxPlot nos mostra a grande diferença na dispersão dos dados dos conjuntos 1 e 2. Note ainda que o gráfico mostra as assimetrias da distribuição do Conjunto1: a distancia de Q3 até o Máximo é bem maior que a distância do Mínimo até Q1, e a distância da Mediana (Q2) até Q3 também é bem maior que a distância de Q1 até a Mediana.
3.2. Dados Agrupados Sem Intervalos de Classe
Vamos retomar o exemplo de DF da variável discreta Idade dos Alunos de uma Turma com 50 alunos, que temos utilizado desde o capítulo 2.

Idade dos Alunos numa Turma (em anos)

	xi
	fi

	17
	3

	18
	18

	19
	17

	20
	8

	21
	4

	Σ
	50


3.2.1. Cálculo da Amplitude Total (AT) ou Range (R)

Considerando a definição desta medida, sua formulação matemática é:

Amplitude Total (AT) ou Range (R) = Xmáx - Xmín
Para aplicar o conceito à DF acima, identificamos  Xmáx = 21  e  Xmín = 17 . Logo, R=21-17 e R=4 anos.
3.2.2. Cálculo da Variância

Para calcular a Variância em dados agrupados sem ou com intervalos de classe, é necessário que os desvios quadráticos [
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] sejam ponderados pela freqüência fi com que aparecem na amostra. A formulação matemática para o cálculo da Variância em dados agrupados passa a ser:

	Variância Amostral s2
	Variância Populacional (2
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O cálculo da Variância deverá seguir esta seqüência de etapas:

1. Calcular a média aritmética 
[image: image14.wmf]x

. Necessitamos na DF da coluna auxiliar 
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2. Subtrair a média 
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 de cada valor 
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 do conjunto, obtendo-se o que chamamos de desvio 
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. Necessitamos na DF de uma coluna auxiliar (di) para registro dos desvios.
3. Elevar cada desvio ao quadrado 
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, obtendo o que denominamos de desvio quadrático. Necessário uma coluna auxiliar para armazenar di2. 
4. Multiplicar cada desvio quadrático pela respectiva freqüência , registrando os desvios quadráticos ponderados numa coluna auxiliar com cabeçalho di2xfi.
5. Somar os desvios quadráticos ponderados, obtendo o numerador da fórmula de cálculo da Variância: 
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6. Dividir a soma por (n-1) quando se tratar de dados amostrais, ou simplesmente por N se os dados representam todos os valores de uma população.

Aplicando o algoritmo acima à DF obtemos:
	xi
	fi
	xixfi
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	di2
	di2 x fi

	17
	3
	51
	-1,84
	3,3856
	10,1568

	18
	18
	324
	-0,84
	0,7056
	12,7008

	19
	17
	323
	0,16
	0,0256
	0,4352

	20
	8
	160
	1,16
	1,3456
	10,7648

	21
	4
	84
	2,16
	4,6656
	18,6624

	Σ
	50
	942
	
	
	52,72
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e aplicando as fórmulas   


    e  
3.2.3. Cálculo do Desvio Padrão

O Desvio Padrão em todos os casos é sempre definido como a raiz quadrada positiva da Variância. Assim temos:
	s2
	1,0759
	
	2
	1,0544

	s
	1,04
	
	
	1,03


3.2.4. Cálculo do Coeficiente de Variação

Considerando a fórmula de cálculo do Coeficiente de Variação abaixo, o cálculo do CV é imediato após os cálculos realizados para determinar o Desvio Padrão.
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	Média 
	18,84
	
	Média 
	18,84

	s
	1,04
	
	
	1,03

	CVa
	5,51%
	
	CVp
	5,45%


3.2.5. Cálculo do Intervalo Interquartílico

Considerando que para o cálculo do IIQ necessitamos calcular duas medidas de posição (Q1 e Q3), vamos aplicar a definição de Separatrizes no cálculo dos Quartis, para o que necessitamos da Freqüência Acumulada.

	xi
	fi
	Fi

	17
	3
	3

	18
	18
	21

	19
	17
	38

	20
	8
	46

	21
	4
	50

	Σ
	50
	 


Cálculo de Q1: estamos interessados no Valor do elemento de Ordem np=50x25%=12,5. Conforme visto anteriormente, este resultado de 12,5 indica que necessitamos determinar o valor que está no meio do caminho entre o 12º e o 13º elementos. Pela observação da Freqüência Acumulada, nota-se que estes elementos (12º e 13º) estão ambos na 2ª classe, ou seja, possuem valor igual a 18. O valor médio entre 18 e 18 é o próprio 18, e portanto Q1=18. 
Aplicando o mesmo raciocínio para Q2 e Q3, obtemos os seguintes resultados:
	
	np
	Valor

	Q1
	12,5
	18

	Q2
	25
	19

	Q3
	37,5
	19

	IIQ=Q3-Q1
	
	1


Este resultado IIQ=1 significa que a variação máxima entre os 25 elementos centrais (50% centrais) é de apenas 1 ano. 
3.2.6. Montagem do BoxPlot

O cálculo das 5 medidas necessárias para o BoxPlot da DF é mostrado na tabela abaixo. Evidentemente, o gráfico BoxPlot para a Idade dos Alunos da Turma deve ser obtido com o auxílio do Excel. [image: image63.wmf]100
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	xi
	fi
	Fi
	
	
	

	17
	3
	3
	
	Q1
	18

	18
	18
	21
	
	Mínimo
	17

	19
	17
	38
	
	Mediana
	19

	20
	8
	46
	
	Máximo
	21

	21
	4
	50
	
	Q3
	19

	Σ
	50
	 
	
	
	


3.3. Dados Agrupados COM Intervalos de Classe
Vamos retomar o exemplo de DF da variável contínua Salários da Empresa X, que temos utilizado desde o capítulo 2.

	Salários ($)
	fi

	200
	|----
	300
	2

	300
	|----
	400
	3

	400
	|----
	500
	13

	500
	|----
	600
	11

	600
	|----
	700
	9

	700
	|----
	800
	2

	Σ
	
	
	40


3.3.1. Cálculo da Amplitude Total (AT) ou Range (R)

Considerando a definição desta medida  (Xmáx - Xmín), a atitude correta seria verificarmos os valores de Máximo e Mínimo observados na Tabela Primitiva, ou seja, deveríamos verificar a Amplitude Amostral, como já definido no estudo de Distribuição de Freqüências. 
No caso presente de uma DF COM intervalos de Classe, podemos determinar apenas a Amplitude Total da Distribuição, uma vez que não estamos tendo acesso à Tabela Primitiva da pesquisa. Aplicando então o conceito à DF acima, identificamos  Xmáx = 800  e  Xmín = 200 , o que resulta em R=800-200, R=$600.
3.3.2. Cálculo da Variância

Já vimos no item 3.2.2. que para calcular a Variância em dados agrupados sem ou com intervalos de classe, é necessário que os desvios quadráticos [
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] sejam ponderados pela freqüência fi com que aparecem na amostra. A formulação matemática para o cálculo da Variância em dados agrupados com intervalos é a mesma utilizada para DF sem intervalos, lembrando apenas que no caso de DF Com intervalos, xi representa o ponto médio da classe.

	Variância Amostral s2
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O cálculo da Variância deverá seguir esta seqüência de etapas:

1. Calcular a média aritmética 
[image: image25.wmf]x

. Necessitamos na DF das colunas auxiliares xi e 
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.
2. Subtrair a média 
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 de cada valor 
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 do conjunto, obtendo-se o que chamamos de desvio 
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. Necessitamos na DF de uma coluna auxiliar (di) para registro dos desvios.
3. Elevar cada desvio ao quadrado 
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, obtendo o que denominamos de desvio quadrático. Necessário uma coluna auxiliar para armazenar di2. 
4. Multiplicar cada desvio quadrático pela respectiva freqüência, registrando os desvios quadráticos ponderados numa coluna auxiliar com cabeçalho di2xfi.
5. Somar os desvios quadráticos ponderados, obtendo o numerador da fórmula de cálculo da Variância: 
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6. Dividir a soma por (n-1) quando se tratar de dados amostrais, ou simplesmente por N se os dados representam todos os valores de uma população.

Aplicando o algoritmo de cálculo da Variância à DF dos Salários da Empresa X, obtemos:

Salários da Empresa X
	Salários ($)
	fi
	xi
	xixfi
	di
	di2
	di2xfi

	200
	|----
	300
	2
	250
	500
	-270
	72900
	145800

	300
	|----
	400
	3
	350
	1050
	-170
	28900
	86700

	400
	|----
	500
	13
	450
	5850
	-70
	4900
	63700

	500
	|----
	600
	11
	550
	6050
	30
	900
	9900

	600
	|----
	700
	9
	650
	5850
	130
	16900
	152100

	700
	|----
	800
	2
	750
	1500
	230
	52900
	105800

	Σ
	
	
	40
	
	20800
	
	
	564000


Média: 
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Variância Populacional 
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3.3.3. Cálculo do Desvio Padrão

O Desvio Padrão em todos os casos é sempre definido como a raiz quadrada positiva da Variância. Assim temos:

	s2
	14462
	
	2
	14100

	s
	$120,26
	
	
	$118,74


3.3.4. Cálculo do Coeficiente de Variação

O cálculo do Coeficiente de Variação é imediato após os cálculos realizados para determinar o Desvio Padrão.
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	Média 
	520,00
	
	Média 
	520,00

	s
	120,26
	
	
	118,74

	CVa
	23,13%
	
	CVp
	22,83%


3.3.5. Cálculo do Intervalo Interquartílico

O cálculo do IIQ requer o cálculo de duas separatrizes, mais especificamente Q1 e Q3. Para cálculo de Separatrizes em DF Com intervalos, a fórmula é:
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onde:

n = número de elementos na amostra

p = percentual de elementos deixados à esquerda (ou abaixo)

lsep = limite inferior da classe que contém a separatriz

fsep = freqüência absoluta da classe que contém a separatriz

Fant = freqüência acumulada da classe anterior à classe que contém a separatriz

hsep = amplitude do intervalo da classe que contém a separatriz

	Salários ($)
	fi
	Fi

	200
	|----
	300
	2
	2

	300
	|----
	400
	3
	5

	400
	|----
	500
	13
	18

	500
	|----
	600
	11
	29

	600
	|----
	700
	9
	38

	700
	|----
	800
	2
	40

	Σ
	 
	 
	40
	 


Para Q1 temos: n=40; p=25%; np=10; Classe: 3ª; lsep=400; fsep=13; Fant=5 e hsep=500-400=100.
Aplicando os valores na formula, obtemos: 
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	Salários ($)
	fi
	Fi

	200
	|----
	300
	2
	2

	300
	|----
	400
	3
	5

	400
	|----
	500
	13
	18

	500
	|----
	600
	11
	29

	600
	|----
	700
	9
	38

	700
	|----
	800
	2
	40

	Σ
	 
	 
	40
	 


Para Q3 temos: n=40; p=75%; np=30; Classe: 5ª; lsep=600; fsep=9; Fant=29 e hsep=700-600=100.

Aplicando estes valores na fórmula temos: 
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, e o IIQ será:
	
	Valor

	Q1
	438,46

	Q3
	611,11

	IIQ=Q3-Q1
	172,65


3.3.6. Montagem do BoxPlot

Para completar as 5 medidas necessárias ao BoxPlot da DF só nos falta o valor da Mediana (Q2). A análise da Tabela acima mostra que:

Para Q2 temos: n=40; p=50%; np=20; Classe: 4ª; lsep=500; fsep=11; Fant=18 e hsep=600-500=100. Aplicação desses valores na fórmula resulta em: 
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A tabela dos 5 valores necessários é mostrada abaixo. O gráfico BoxPlot para os Salários da Empresa X deve ser obtido com o auxílio do Excel. 
	Q1
	438,46

	Mínimo
	200,00

	Mediana
	518,18

	Máximo
	800,00

	Q3
	611,11


4. PROPRIEDADES DA VARIÂNCIA E DO DESVIO PADRÃO
A exemplo da Média, a definição de Variância envolveu o conceito de Somatório. Aplicando-se as propriedades deste tipo de notação à formulação da Variância, podemos derivar algumas propriedades que serão muito úteis em algumas situações, permitindo-nos adiantar resultados sem a necessidade de efetuarmos extensos cálculos.
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4.1. 1ª Propriedade: Soma de Constante
Somando-se ou subtraindo-se uma constante ‘C’ de todos os valores de uma variável, a Variância e o Desvio Padrão do conjunto não se alteram.

Exemplo: Seja o conjunto de dados 5, 6, 7, 8, 9, e seja C=3. Se Y=X+C, teremos: 

	Valores xi
	5
	6
	7
	8
	9
	Média=7

	(xi – 7)2
	4
	1
	0
	1
	4
	S2x = 2,5
	Sx = 1,58

	Valores yi
	8
	9
	10
	11
	12
	Média=10

	(yi – 10)2
	4
	1
	0
	1
	4
	S2y = 2,5
	Sy = 1,58
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4.2. 2ª Propriedade: Produto por Constante

Multiplicando-se ou dividindo-se todos os valores de uma variável por uma constante ‘C’, a Variância fica multiplicada ou dividida pelo quadrado de C (C2), e o Desvio Padrão fica multiplicado ou dividido por C.
Exemplo: Seja o conjunto de dados 5, 6, 7, 8, 9, e seja C=2. Se Y=XxC, teremos: 

	Valores xi
	5
	6
	7
	8
	9
	Média=7

	(xi – 7)2
	4
	1
	0
	1
	4
	S2x = 2,5
	Sx = 1,58

	Valores yi
	10
	12
	14
	16
	18
	Média=14

	(yi – 10)2
	16
	4
	0
	4
	16
	S2y = 10
	Sy = 3,16


4.3. Aplicação das Propriedades

Retomemos a Distribuição de Freqüências da variável Salários da Empresa X, conforme item 3.3.2.
	Salários ($)
	 
	fi
	xi
	xixfi
	di
	di2
	di2xfi

	200
	|----
	300
	2
	250
	500
	-270
	72900
	145800

	300
	|----
	400
	3
	350
	1050
	-170
	28900
	86700

	400
	|----
	500
	13
	450
	5850
	-70
	4900
	63700

	500
	|----
	600
	11
	550
	6050
	30
	900
	9900

	600
	|----
	700
	9
	650
	5850
	130
	16900
	152100

	700
	|----
	800
	2
	750
	1500
	230
	52900
	105800

	Σ
	
	
	40
	
	20800
	
	
	564000


Média: 
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Suponha agora que a Empresa X tenha concedido a todos seus funcionários um aumento salarial de 10%, e também um abono de $60 a título de ajuda para transporte. Qual seria a nova Variância dos Salários na Empresa X?

O procedimento habitual seria recalcular o salário de todos os 40 funcionários, montar uma nova DF e então calcular a média e variância para essa nova DF. No entanto, considerando que a empresa vai aplicar os aumentos concedidos igualmente a todos os funcionários, esta condição nos permite aplicar as propriedades da média e da variância conforme a seguir:

a) todos os funcionários terão seus salários aumentados em 10%. Logo, um funcionário cujo salário fosse ‘x’ passaria, em função deste aumento percentual, a receber x+10%x que totaliza 1,10x. Identificamos aqui um fator multiplicador para todos os salários de valor 1,10.

b) todos os funcionários passarão a receber adicionalmente uma quantia fixa de $60 a título de ajuda transporte. Logo, um funcionário cujo salário fosse ‘x’ passaria, em função deste abono (quantia fixa), a receber x+$60. Identificamos aqui um fator aditivo para todos os salários no valor fixo de $60.

Observe que teremos que aplicar simultaneamente duas propriedades da média e da variância: a da soma de constante e a do produto por constante. Formulando matematicamente o problema, temos que se xi representa o salário atual de cada funcionário, o novo salário de cada funcionário, que denominaremos por yi, estará relacionado com o anterior desta forma:
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Assim, se o salário médio atual é $520, a aplicação dos dois tipos de aumento concedidos levará o novo salário médio para 
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, que resulta no valor $632. 

No caso da Variância Populacional, por exemplo, vimos que seu valor atual é 
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. Resultado semelhante se dá com a Variância Amostral e com os dois tipos de Desvio Padrão.
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5. Medidas de Dispersão no Excel

Conforme já mencionado no capítulo anterior, utilizamos a Distribuição de Freqüências apenas para a apresentação tabular e gráfica dos dados. Todas as Medidas Estatísticas (de Posição e de Dispersão) podem (e devem) ser calculadas através de funções do Excel, pois além do cálculo ser muito mais rápido e menos trabalhoso que os cálculos manuais, as funções podem ser aplicadas diretamente aos Dados Brutos (Tabela Primitiva ou Banco de Dados). Isso resulta em maior precisão nos cálculos das medidas, especialmente no caso de DF Com intervalos, cujo Erro de Agrupamento é suprimido quando se utiliza valores da Tabela primitiva nos cálculos. As funções do Excel para Medidas de Dispersão são:
Variância Amostral
Função VAR(núm1;núm2; ...)
Estima a variância com base em uma amostra
núm1;núm2;... são de 1 a 30 argumentos numéricos correspondentes a uma amostra de população.
Comentários:

a) VAR considera que os argumentos são uma amostra da população. Se os dados representarem toda a população, você deverá calcular a variância usando VARP. 

b) Valores lógicos, como VERDADEIRO e FALSO, e o texto são ignorados. Se os valores lógicos e o texto não puderem ser ignorados, use a função de planilha VARA. 

Variância Populacional
Função VARP(núm1;núm2;...)

Estima a variância com base em uma população
núm1;núm2;... são de 1 a 30 argumentos numéricos correspondentes a uma população.
Comentários
a) VARP considera que seus argumentos são para a população toda. Se os dados representarem uma amostra da população, você deverá calcular a variância usando VAR. 

b) Valores lógicos como VERDADEIRO e FALSO e o texto são ignorados. Se os valores lógicos e o texto não puderem ser ignorados, use a função de planilha VARPA.
Desvio Padrão Amostral
Função DESVPAD(núm1;núm2;...)
Calcula o desvio padrão a partir de uma amostra.
núm1;núm2;... são de 1 a 30 argumentos numéricos correspondentes a uma amostra de população. Você também pode usar uma única matriz ou uma referência a uma matriz em vez de argumentos separados por pontos-e-vírgulas.
Comentários:

a) DESVPAD considera que seus argumentos são uma amostra da população. Se seus dados representarem a população toda, você deverá calcular o desvio padrão usando DESVPADP.
b) O desvio padrão é calculado usando-se o método "não-polarizado" ou "n-1".
c) Valores lógicos como VERDADEIRO e FALSO e o texto são ignorados. Se os valores lógicos e o texto não puderem ser ignorados, use a função de planilha DESVPADA.
Desvio Padrão Populacional
Função DESVPADP(núm1;núm2;...)

Calcula o desvio padrão com base na população total fornecida como argumentos. O desvio padrão é uma medida do grau de dispersão dos valores em relação ao valor médio (a média).
núm1;núm2;... são de 1 a 30 argumentos numéricos correspondentes a uma população. Você também pode usar uma única matriz ou uma referência a uma matriz em vez de argumentos separados por pontos-e-vírgulas.
Comentários:

a) DESVPADP considera que seus argumentos são a população inteira. Se os dados representarem uma amostra da população, você deverá calcular o desvio padrão usando DESVPAD.

b) O desvio padrão é calculado usando o método "polarizado" ou "n".

c) Para tamanhos grandes de amostras, DESVPAD e DESVPADP retornam valores aproximadamente iguais.
d) O texto e valores lógicos, como VERDADEIRO e FALSO, são ignorados. Se os valores lógicos e o texto não puderem ser ignorados, use a função de planilha DESVPADPA.
Vamos verificar os resultados dos cálculos feitos à mão com os resultados obtidos com as funções do Excel. Utilizaremos basicamente as funções VAR... e DESVPAD..., tendo em conta que as funções MÍNIMO(), MÁXIMO() e QUARTIL() já foram mencionadas com detalhes em capítulos anteriores.

[image: image71.wmf])

2

(

%

100

1

n

1

x

p

´

-

-

=


Exercícios Propostos
Calcule Amplitude (Range), Variância, Desvio Padrão e Coeficiente de Variação para todas as séries de dados a seguir:

1. Dados não Agrupados (Considere dados oriundos de uma População)

a) 2, 3, 5, 4, 5, 2, 5, 7


b) 4, 12, 5, 9, 12, 4, 3


c) 7, 7, 7, 7, 7


d) 4, 5, 6, 6, 6, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 10, 10, 11


e) 2, 5, 9, 8, 10, 12

2. Dados Agrupados. (Considere dados oriundos de uma Amostra)

a) 

	i
	Xi
	fi
	xi . fi
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	1
	2
	1
	
	
	

	2
	3
	7
	
	
	

	3
	4
	2
	
	
	

	4
	5
	2
	
	
	

	
	Total
	
	
	
	


b)

	i
	Nº Acid p/Dia
	Nº Dias
	xi . fi
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	1
	0
	30
	
	
	

	2
	1
	5
	
	
	

	3
	2
	3
	
	
	

	4
	3
	1
	
	
	

	5
	4
	1
	
	
	

	
	Total
	
	
	
	


c)

	i
	Salários em R$
	Nº Func.
	xi
	xi . fi
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	1
	1.000
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	1.200
	2
	
	
	
	

	2
	1.200
	
	1.400
	6
	
	
	
	

	3
	1.400
	
	1.600
	10
	
	
	
	

	4
	1.600
	
	1.800
	5
	
	
	
	

	5
	1.800
	
	2.000
	2
	
	
	
	

	
	Total
	
	
	
	
	


d)

	i
	Valor da Venda R$$
	Nº de N. F.
	xi
	xi . fi
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	1
	0
	|---
	50
	10
	
	
	
	

	2
	50
	|---
	100
	28
	
	
	
	

	3
	100
	|---
	150
	12
	
	
	
	

	4
	150
	|---
	200
	2
	
	
	
	

	5
	200
	|---
	250
	1
	
	
	
	

	6
	250
	|---
	300
	1
	
	
	
	

	
	Total
	
	
	
	
	


Apêndice 1 – Separatrizes no Excel

Suponha uma amostra de tamanho 10 elementos conforme ilustrado abaixo. A ordem dos elementos na amostra também é mostrada na tabela. 

	Valores na Amostra
	1
	3
	7
	10
	10
	11
	15
	18
	20
	35

	Ordem dos valores
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10


Considere agora o gráfico que relaciona a Ordem dos Valores e os Percentuais obtidos pelos valores inferiores até cada valor de ordem. Em outras palavras, vamos mostrar como se relaciona a escala total de porcentagens (0% a 100%) distribuída pelos 10 valores de ordem ou 9 intervalos de valores.
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Nota-se aqui que a variação total no eixo das porcentagens (100% – 0% = 100%) está em perfeita correspondência com a variação total no eixo de ordem dos valores (10 – 1 = 9). Na verdade, como o tamanho de nossa amostra de exemplo é n=10, temos assim uma variação de 100% no eixo dos yy correspondendo a uma variação de (n-1) elementos no eixo dos xx.
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Para um determinado x na escala de ordem, vale a relação: 

Da relação acima, podemos montar as equações explicitando x em função de p e de p em função de x, conforme a seguir.
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A função Ordem.Porcentual() do Excel trabalha exatamente como mostrado pela fórmula (2) acima, conforme se pode observar na tabela abaixo.
	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	% Excel
	0,0%
	11,1%
	22,2%
	33,3%
	44,4%
	55,5%
	66,6%
	77,7%
	88,8%
	100,0%

	% Fórmula (2)
	0,0%
	11,1%
	22,2%
	33,3%
	44,4%
	55,6%
	66,7%
	77,8%
	88,9%
	100,0%


No caso de querermos calcular uma dada separatriz p, devemos utilizar a fórmula (1) acima para encontrar a posição do elemento x que separa p% dos elementos à sua esquerda e 100%-p% à sua direita. Observe na tabela a seguir como que o Excel utiliza exatamente esta relação em sua função Percentil().
	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Separação
	10,0%
	20,0%
	25,0%
	40,0%
	50,0%
	60,0%
	70,0%
	75,0%
	90,0%
	100,0%

	P% Excel
	1,90
	2,80
	3,25
	4,60
	5,50
	6,40
	7,30
	7,75
	9,10
	10,00

	P% Fórmula (1)
	1,90
	2,80
	3,25
	4,60
	5,50
	6,40
	7,30
	7,75
	9,10
	10,00


Cabe lembrar que os valores de x retornados pela fórmula (1) correspondem à posição na tabela de ordem, o que foi feito também pelo Excel quando na chamada à função Percentil() foi passado exatamente o intervalo da matriz Ordem da tabela anterior.

Observe agora como o Excel calcula os percentuais da tabela anterior, quando informamos o intervalo de valores da amostra na função Percentil().
	Ordem
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Amostra
	1
	3
	7
	10
	10
	11
	15
	18
	20
	35

	Separação
	10,0%
	20,0%
	25,0%
	40,0%
	50,0%
	60,0%
	70,0%
	75,0%
	90,0%
	100,0%

	P% Excel Amos
	2,80
	6,20
	7,75
	10,00
	10,50
	12,60
	15,90
	17,25
	21,50
	35,00

	P% Fórmula (1)
	1,90
	2,80
	3,25
	4,60
	5,50
	6,40
	7,30
	7,75
	9,10
	10,00


Vamos examinar apenas dois casos, 25% e 75%, para entender como o Excel calcula as separatrizes.
O resultado obtido com a Fórmula (1) para o percentual de 25% foi 3,25, enquanto o Excel relata que para a amostra, o P25 é 7,75. Qual resposta é a correta?
Observe que nossa resposta de 3,25 foi calculada para a tabela Ordem. A resposta obtida de 3,25 indica que a separatriz procurada está 0,25 acima da 3ª posição na amostra, e 075 abaixo da 4ª posição na amostra. Na amostra, a 3ª posição vale 7 e a 4ª posição vale 10, significando uma distância de 3 unidades (10-7) da 3ª até a 4ª posição. Assim, para uma variação de 1 posição (da 3ª para a 4ª), houve uma variação de 3 unidades na amostra (de 7 para 10). Logo, percebe-se que o Excel fez a interpolação entre a 3ª e 4ª posição para descobrir o valor da posição 3,25. Se uma posição na amostra vale 3 unidades, então 0,25 de uma posição valem 0,25x3=0,75 unidades, significando que na amostra estamos 0,75 acima do valor da 3ª posição que é 7. Assim, estamos falando do valor 7+0,75=7,75.

Vamos observar o que aconteceu para o percentual 75%. Nossa fórmula indica a posição 7,75, uma fração de 0,75 de uma posição acima da 7ª posição. A 7ª posição da amostra vale 15 unidades, e da 7ª até a 8ª posição há uma diferença de 3 unidades (18-15). Portanto, estamos falando do valor 15 + 0,75x3 = 17,25 unidades, o que concorda integralmente com o valor informado pela função Percentil() do Excel.
Apêndice 2 - Roteiro para montagem de BoxPlot no Excel

1. Calcular as 5 medidas para cada conjunto de dados, na ordem mostrada no fragmento de planilha abaixo.
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2. Selecionar o intervalo A1:C6, de forma a incluir os rótulos de dados.
3. Com o intervalo selecionado, clique no botão do Assistente de Gráfico e selecione Tipo de Gráfico “Linhas”, e depois no botão Concluir. Você deverá obter um gráfico como este:
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4. Clique com o botão direito no gráfico e selecione Dados de Origem no menu de contexto que surge. Na aba Intervalo de Dados, selecione o botão Séries em Linhas. Você deverá obter o seguinte gráfico:
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5. Proceda a um “polimento” no gráfico acima, executando as seguintes configurações:

a) exclua a legenda
b) retire a cor cinza da área de plotagem

c) formate os dois eixos, eliminando marcas nas escalas, e retirando casas decimais do eixo dos valores.
d) retire a plotagem de linhas de grade

Você deverá obter o resultado mostrado a seguir.
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6. Para cada uma das séries de dados, execute as configurações:
a) selecione um ponto de dados de uma série, clicando sobre ele.
b) clique no botão direito e selecione Formatar Série de Dados no menu de contexto
c) na aba Padrões, quadro Linha selecione Nenhuma. No quadro Marcador, marque Personalizado. Na caixa Estilo, selecione o traço horizontal maior. Na caixa Primeiro Plano selecione a cor preta. Na caixa Tamanho selecione 10 pts.
d) repita itens a até c acima para todas as séries de dados. 
Você deverá obter um gráfico como abaixo
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7. Selecione qualquer uma das séries de dados, clicando sobre seu marcador. Pressione o botão direito e selecione Formatar Série de Dados no menu de contexto. Selecione a guia Opções na janela Formatar Serie de Dados. Marque as opções Linhas de máximo/mínimo e Barras superiores/inferiores. Pronto! Veja o resultado final:
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Nota


O Excel utiliza o conceito de Ordem Porcentual no cálculo das funções separatrizes como Quartil(), Med(), e Percentil(), aplicando critério de proporcionalidade entre os valores da série. O Apêndice 1 deste capítulo explica o conceito utilizado.
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Observação Importante


Somente podemos antecipar resultados através da aplicação de propriedades da Variância, se a alteração for aplicada igualmente a todos os elementos do conjunto.
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Principais Medidas de Dispersão


Amplitude Total ou Range


Variância


Desvio Padrão


Coeficiente de Variação


Intervalo Interquartílico


BoxPlot





Dispersão Absoluta e Relativa


Na comparação entre conjuntos de dados, o conjunto de Maior Dispersão Relativa possui realmente a Maior Dispersão de Dados no geral.


Medida de Dispersão Relativa prevalece sobre Medida de Dispersão Absoluta.
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Elemento calculado
Acesso 4 Tabela

Medida Calculada
Variancia Amostral (item 3.2 2)
Variancia Populacional (idem)
Desvio Padréo Amostral (32.3)
Desvio Padréo Populacional
Intervalo Interquartiico

1202118

A0S
20

[N ]
197718207 18
1977197718 18

Resultado

Fungao  Manual Resultado
VAR() 7 (1,0759) 1,0759
varP) " (1,0544) 1.0544.
Desvean) ” (1.04) 1.04
DESVRADR) (1.03) 103
QuaRTL) | (1.00) 1.00

*Comparar com resultados dos itens 322 e 32.3. (calculo manual).

Tabela Primitiva da Pesquisa sobre Salarios da Empresa X

{8357 589 1 3381 593 467 450 1 B7Y 365
1591 477 404 450 480 323 450 760
619573 434 600 246 632 654 499
1513 458 665 500 610 420 604 673
580 683 470 450 220 541 782 552

Elemento calculado
Acesso 4 Tabela

Medida Calculada
Variancia Amostral (item 3.3 2)
Variancia Populacional (idem)
Desvio Padréo Amostral (3.3.3)
Desvio Padréo Populacional
Intervalo Interquartiico

Resultado
Fungao Manual Resultado
VAR() 7 (14462) 15182
VARP)  (14100) 14803
DEsvPAD) | (120,26) 123.22
DESVPADP() (118,74) 121,67
QuARTL) 7 (172,66) 161.00

“Comparar com resultados dos itens 3.3.2. e 3.3.3. (calculo manual)

Célula
L1
L7
Lis
L1
20

Célula
Lz
L3
Lao
Lot
L2

Formula
=VAR(NDRETO(L10))
=VARP(IDRETO(L10))
ESVPAD(NDRETO(L10))
=DESVPADP(NDRETO(L10))
“GUARTLINOIRETO(10)3) SUAFTLINDIRETOLI0)

Formula
=VAR(NDRETO(L32))
=VARP(NDRETO(L32))
=DESVPAD(NDRETO(L32))
ESVPADP(NDRETO(L32)
GUARTILINOIRETO(9215) SUARTINORETOL52)1)
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